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J K�LNM'O1PRQ S!T.L UVM.LXW5KYWZK[T'O,Q K\O]WZT ^ _`T'a[T.LNQ M'O,b QXT]c d
WZe,d`W5M Sgf1O,_&WZK\T.O K\b,dhO3WZK�WZK\diQ

jlknm�oNprqts�uwv&uxm�k\yzm�o
{>|7}�~/������|7�����/���%~����*|7��~!�����7�7����������|7�Y���������/���Z���������*~*�*���� 

¡H�*|3�r¢��¤£�|7�¥�g�`¦�§��[��������|n�V}z~g�¨�������������>�g�©�ª�«�¥�[����¬���¢�|7���>���
0 mod 5

�����
n�[���*¬���¢*|7���5���­¦��g®��!���

4 mod 5 ¯!° ��¦�±�±�®���²>~/�������z�]~g�z�]³#|7´i�«�Z¬�~
��|`~�����~!���������«��7~/����|n�¥���*|`£*����~/�*µ¥´i�*�«���3�����@�«��|n�<���*|n�¨|¶}z~g�¨�������������X�������¸·i|
¹�¢z~g���[��~����¨|n� ¯nº |»¬�����|��´»�]��|7|7}�|7�`~/��~/����¬�� ¯@¼ ��|½~g�z~g����¬­�«�&���R��|7�����&�/�X{>�������#¾¿�&��~/�*µÀ~/���3���*|��¨|n�[�����¢��¨|n�½����|�·
§��\����|À�\��~/�*µ%��¢�|3���%Á¸~g���g~g�<�#Â¥��� ~/���Ã���Y~/������� ¯ ¡`��|�{>�������Ä��~/�*µ~/��~g����¬�����������´B�X������� ~/�]�«��|7���������3��¢*|»���­Å�~/��~g�@¢!Æ¨~g� ¯ ¡H�*|�·
§��[����|`�[�Y~g�*µ'~/��~g����¬����������´B�B������� ~1�[|Ç���Y~g���ª�¤¢*�����«������|7���¨������~/�Z���*|[�Y~���¢����Y�������Ä����|7�����������D´i�*�«���È´»|
}*������|`´i�����3���*|h��|7��}À�g�lÉrÊ@Ë�Ì�Í ¯�° ��������|h}�|7���������7�g´»|i��|n���\����£�|h~/���3��|7�����z������~!��|~3�*|Ç´ÎÉ@Ê@Ë�Ì�ÍR}z~���µ/~g¬�|>�����i}*���!�@���*¬]����|[�Y~�§t��¢����Y�������V�«��|7����������|n� ¯

ÏÐK\O1KYWZd M'O,M.a\T'Ñ'f1diQ T'SÓÒ T'Ñ'dHLNQ�ÔRÒ M]c M.ORf½Õ#M'O W�Ö�UÈd
K[b,dhO3WZK�WZK\dhQ

×½Ø�ØÃÙÀÚNÛXÛ6oÝÜ>Û6Ú©Þ
�����*�@���D�g���%~!����|7��~����«�7�i~g�z��ß&�@���¨���Ç�\��¡H�*|'���*����|7���¨�à�����g�¶á>¢*|7|Ç�����«~g�z�6�

â»���«��£�~/�*|��zá¥³X{
¡H�*|hã��Y���¶Åi��¬�|7���åä�ÅB~g�R~g�@¢!Æ¨~/�3�«��|7�����à�����Ç~g��£�|>���Y~���|n�R~��N����������´B�\æ�¡H�*|�}�~/��§

���à�������z���/�&~/�ç������|7¬�|7�
n
��� ´i�*�«���ç����|]����è6|7��|Ç���[|.£�|[��´»|7|7�%~/�r����´»��}�~/���Y�i���>~!�

��|n~����i¦'~/��|B|
¹�¢*���@¢*��|7����¢z�&´i���������*|�}�~/�������������z�©�g�
n
�������3}�~/���Y�»�[���*¬���¢*|7���&����8

���hé�������¢*����· ¯Á����������]¬�|7�*|Ç��~g����êÇ|n�­����������|n�¨¢*���)������� ������¢����'·����¸���*|H���r�������@���*¬­~g��£*�����Y~g���
�����

k
~g�z�Ä~/�ë~/��~g���������¤������� ´H~��½����¢*���È£@�È ��z����|Ç´�� ¯ �����z�[|À����|R}*�����*|7|7������¬´»����µ �g�h �������|7´B�\�D��~/�r�x����ã����à��|À�+~/��������|
�¥�g�`����|7����������|n�¸�/�H�¨�������«~g�����@}�|���~
��|

£�|7|Ç������¢*��� ¯
° �����*�«�6��~/��µ��7´¶|l´i�������[�����¨����|7�<�¨����|�}������r�������«~g��~/��~/����¬�¢*|n���g�r���*|n�¨|©Åh��¬�|Ç���åäÅB~g��~/�r¢!Æ¨~/�����r}�|¸�«��|7�����à����|n� ¯ì�í�î�ï¿ð[ñXòDî�ó�ôiò5ïõñtö¸÷Nø¿ùNúÀû�ó�ð!û[û�ó�ü
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Ò M]c M.ORf½Õ#M'O M'O1b WZe,d WZe1diT.LZÖ T'S c TRb1f,a[M.L S!T.L�c Q
�1Ø�o��	��
�m
�VÙ3Ú�m�o

{>|7}�~/������|7���B�g�l�x~!���*|7��~!���«�7�7���>~!��������~g�<�B�*����|Ç���¨�à�����g�l������¬�~/}�����|��*������¬�~/}�����|

° �È�������¥�Y~/��µ�� ° ´h������ã��Y���'������������¢��[|À����| ° ������~/� �%~!����|7��~����«�[�«~g�w�@�����*���g~���~ÅB~g��~/�r¢!Æ¨~/� ¯
° ´i�����r����|7�]}���|n�¨|7���l��|7��|Ç��~g����|
��¢*���Y�X�/��ÅB~g��~/�r¢gÆ¨~g�#¾¿�5��~����*|7��~!�����7�����~!����~
��|.�[���r��|.�[�����*|n�Y���������H´i�à���1���*|¥���*|Ç�������g�N���*��¢*�«~/�`��������� ¯

Ò M]c M'O�f½Õ#M'O M'O,b � f,a[dhL���Q _`T.O,Q#W5M'O3W
��qtpgÚ�m�k��Ý×>v��ÀknØ�o��

 �¢������Y~g����~/���½~���������~/�<���*����|7�Y�����������`~g�@£�|7����~

���,���Y����	��x���5�i"��l���! #"$ &%' ç�����«�g�

�¶���������«~!���x¦��)(&�������+*��,�¶��~/}���|7�¥é1�g�`ÅB~g��~/�r¢!Æ¨~/�#¾¿��ãz�����¸�*�/��|Ç£��@��µ �[��~/�����
����~!�

∞
∑

k=1

(−1)k−1

nk

(

xk

k!

)n

∼ ln x + γ
~��

x → +∞,

´i�*|7��|
x
�«�h~]��|n~/���g~g����~/£*��|��

n
���i~¤}��r����������|¥������|Ç¬�|7�H}z~g�Y~g��|[��|7�Ç��~g�z�

γ ≈ 0.577�«��(&¢*��|7�Ç¾¿�¶�[��������~/��� ¯ Å�~/��~g�@¢!Æ¨~/�#¾¿�©�[�«~g��� �«�&µ@�*�!´i�À���'£�|½�[������|n�Y�&��� n ≥ 2
��£*¢��

�����[������|n�Y���à�
n > 2 ¯�º |��[�����¨����|7�B����|3���Y��|7�>�/�l���*|3|7����������|7���V�D~/���%�������[¢����½~����è6|7��|7���.-+�[������|
�Y�0/¥¬�|Ç�*|7��~/���«��~��������Ã�g�H���*|1�7~���|

n = 1 ¯ ¡H�*|�¬�|7�*|Ç��~g������~
�������Ã�«�¢��¨|[��¢*�D�����i�*��¬���§�}*��|n�[�«�������,�[����}*¢���~!�������,�g�
γ ¯
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� K[Ñ'e,dhL���LNM'O�P Ò T'Ñ'dhLNQ�ÔRÒ M¤c M'O�f½Õ#M'O K\b1diO3W5KYW5K\diQ

��� Ø�� m�kno�m�m�k
�����*�@���D�g���%~!����|7��~����«�7�i~g�z��ß&�@���¨���Ç�\��¡H�*|'���*����|7���¨�à�����g�¶á>¢*|7|Ç�����«~g�z�6�

â»���«��£�~/�*|��zá¥³X{
¡H�*|3�[��~����¨�«�7~g�5Åh��¬�|7�Y�åä@ÅB~g��~g�r¢!Æ¨~/� -+ÅBÅ�/i�«��|Ç�����à����|n�½~/��|¤�¨����|.�/�)���*|¤�������

�+~/����¢��©�«��|7����������|n�»���1~��*����������|½�r¢*�¤£�|Ç�©���*|7����� ¯  �}�~/���¶������� ���*|7���»�@¢*�¤£�|Ç�©���*|[§����|[���«���[������|7���Y�\�Z����|7� ~g�«���È��~
��|V��|Ç|7}Ó�[���*�*|
�Y���������]´i�à��� ���*|V��|7}���|n�¨|7���Y~��������
���*|7�������/��¹�¢*����|Ç���h~g��������ã����à��|[§�������|7�z��������~/�<³#��|­~/��¬�|7£���~�� ¯@° ´i�����#¢��¨|½���*�«�i�\����§�*|n���������ª��� ~/��¬�¢*|¤����~!�¸���*|�ÅBÅ ����|Ç�����à����|n�'���*��¢*�«�ª|	�@��|7���%��� ~/���©������}*��|[§���~��[|n�
³#��|¤~g��¬�|7£���~�� ¯ ¡X��~��Y��¢�~/��������£��Y~g���1���*|n�¨|.|	�@��|Ç�����������H��|n¹�¢*����|
�`|7�����*|7�½�����@����|­����§��}����Y~��������1���h|	�@��|7���¨����|¸|	��}�������~���������|	��}�|7������|7����~!�������V~/���,�\����}*¢���~!������� ¯��� µ@�*�!´i��|n��¬�|%�g�3¹�¢�����|Ç������������ã��*����|[§�������|7���¨������~/�¥³#��|Ä~/��¬�|7£*�Y~/��´i�����¥£�|
~�����¢���|n�����1���*�«�`�Y~g��µ ¯


 U �dhLZÖ Q5d
��f,diO,_»diQ M'O1b Q5dHLNK\diQ S!T.L
1/π

� Ú�m�
)oÎÙÀÛXÛ��©Ø�k
�%~�����|7���B�*����|7���¨�à������ �¢���µ@��~/���6�
��|7´ ��|n~g�«~/���

¼ ��| �g�¥���*|ª�¨|n¹�¢*|7�z�[|n���������[¢�����|n�Ð£@�Ó �}��|7��� ��� ����� 8 *����È��|
�Y��¢���| ���Ð���*|������~!��������~g���à�����/�
ζ(3)

�«�H¬�����|7�1£@�����*|­��|n�[¢*����|7���[|���|7�«~��������

n2un = (11n2 − 11n + 3)un−1 + (n − 1)2un−2, n = 2, 3, . . . ,

~/���¸���*������~/�@�[���z�������������
u0 = 1

�
u1 = 3 ¯ Åh|7��~/��µg~/£*�����Ç~/���/��|7�����#���¸���*�«�Z��|n¹�¢*|Ç���[|~/��|¥������|7¬�|Ç��� ¯

º |V´i�����i}*��|n��|7����éë�¨|7����|n�'����� 1/π
����~!�R���r��������|����*|V�r¢��¤£�|7�Y�

un ¯ ¡H�*|n�¨|~/��|�~/��~/����¬�¢*|n�¥�����
Γ0(5)

�/�>��|7����|n�¤���«���\����|7��|n�Ä��|
�[|7�������Ä£r� �¶��~/�#�N¡Z~/�*��¬�~
´H~��
�»~g�*¬x~g�z����¢����������È�����

Γ0(6) ¯ ¡H�*|��[������|n��}�����������¬ç��|7����|n�½����� Γ0(8)
-+·V�¨|7����|n�'/

~/���
Γ0(9)

-��R��|Ç����|n� /¶´i�����X~/�«���À£�|'���«���[¢z���¨|n� ¯
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Ò K[Ñ'K[b,KYW�Ö S!T.L e,T]c T]c T.LZUVe1K\QZc Q S�LNT]c M.LNKYW5eçc d»WZK\_

Ñ.LNT'f�UVQ WZT a\TR_»M'a\a�Ö _»T]c UVM._©W Ñ.LNT'f1U,Q
uxØ�Û�k���Ø�� q � � q�s/Þ

�` >ÅB�x .��¡`��|.��������|Ç�����������g� �B|7´H�7~�������|��
�½� º
¡H�*|��%~/��¬�¢*�����­��¢*}�|7������¬��«�������ª¡H�*|Ç����|7� ~/}*}*����|
�½���ç��������������}��*�«�����>�������

~/����������|[���«��¬�����¢*}z�­���ë³#��|�¬�����¢*}�� ¯ �@¢�}�|7������¬��«���à���ë��~n�ë£�|V������|7��¬g���*|7��|n� - �����¬�����¢�}��>��¢z���È~��
SL(n,O)

´i�à���ª|7������|7�
n ≥ 3

���
O
~g�È~g��¬�|7£*��~g�«�¸������|7¬�|7�½������¬

´i�à��� ����ã����à��|7���È��~/�r�ª¢��*�à�Y�'/¥£@�Ä�¨��¬��*��ã��7~/�������%|	��}�~/��������¬1����|��[�«~����¥�/�H�������/§
������}*�����¨�������,´h�������ª���.~/}*}*����|n� ¯ ¡H�*�«�¥������|7�*¬/���*|7�*|
�V���*|7����|7�V��´i�*�����ª�«�©Æ��������´i�à��� �&|Ç�r¢���~.�@��~/�����V�g�«��}*������|
�¤£r�À~���|
��¢��Y�������]���'�%~g��¬�¢����«�\¾!´»����µ­���z~��©��|7����|n�
������|
���*����¹�¢*|
�»������� ��|7��|Ç��~g�#���«���������Y�½~/��|
~�� ¯
¼ ��|���|n�����*�«¹�¢*|V¢z��|n� �«�]���*| �������	��

������������� ��� ~%���/�Y~g����� ���«���[���*�*|
�Y��|n������7~/�����ç�[����}�~��Y��¬�����¢�} ¯ ¡H�*�«�>}��r����������|]������|7¬�|Ç��§��g~g��¢*|n�,��¢*���Y�������Ã�7~g������|n������������§��~��������ë~/£���¢�������|�������¢��Y��¢*��|À�g�¶���*|R¬�����¢*} ¯ ¡`��|3��~/��µx´i�����l|	��}*�«~g���Ä´h�z~��¸���������¢*�z�Y�������V�«�i~/���1�*�!´ �����«�h¢���|
�����1����|­|	�@��|7���¨�����,�g���%~/��¬�¢*���«�7¾�¡H��|7����|7� ¯

� O Ñ.LNT'f1U Q#WXLNf,_&WZf1LNdiQ LNdiM'a[K\QXdib �RÖ dia[a\K�U�WZK\_ _`f�L��'diQ
T��.dhL M ����dib �VO,K�WZd �Vdia[b
��Ø��@m ��Ø��rm�Ø�q m�o j&m�k
m�snÚ�m�Ú)q

�x~��7¹�¢�~/����|­���*����|7���¨�à�������@�����*|7���
�½� º
º |È��£���~/��� |	��}*�����\�à���������¤¢*�«~�������������|ª�@¢*�¤£�|7�1�/�.������§����¨��������}*�*�«�ç|7������}�§�����'�[¢�����|n�h´i�����%~�¬�����|7�ç¬�����¢�}ç������¢��Y��¢���| -+�[�����¨����|7��|n�V~���~/�x~/£������Y~��Y�>~/£�|7���«~g�

¬�����¢�} / ¯ � ����|7����|7�7�Ç´¶|¶¬�����|©|	��}*���«�[�à�5�������¤¢���~��6�����<���*|¶�@¢*�¤£�|Ç�5�/�z�����������z�Y�N¬�����¢�}������¢��Y��¢*��|n�`�g��~g���D|7������}����«�­�[¢*����|
�»�!��|7�i~¤ã����à��|¥ã�|7�«� ¯*º |­¢��¨|½���*|
��|��������¤¢*�«~��©�����|7������|¶������|¶~����@��}����g���«��|n��������~!��|n�5~/��������¬����Z¢*}�}�|7�N~/���¸���!´¶|Ç�<£���¢����*�D�����X�/~g�¨§
����¢��5�[��¢*�������*¬i��¢*�z�Y���������<��|7�«~���|n�½���½�[�«~�������ã��Ç~��������¸�g�*|7������}����«�¶�[¢*����|n�<~��7�[���������*¬����
���¸����|7���©¬�����¢*}R������¢z�Y��¢*��| ¯ �5����~/��������´»|�}*��|
��|7���&��|n��¢*���Y���g�<������|h�@¢*��|7���«�7~/����|
���Y�´i�*�«��� |	���*��£*�à�R��|Ç��|7��~g�©������|Ç��|n�������*¬%}*��|7�*����|7��~ ��� ���*|,���«��������£*¢�������� �g��¬�����¢�}
������¢��Y��¢*��|n� ¯

ì�í�î�ï¿ð[ñXòDî�ó�ôiò5ïõñtö ��ù�ö"!$#gû&%7ögû�ø¿î('¸ü
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� e,d M.LNKYW5eçc d`W5K\_ T'S f1O,K[SgT­L�c LNM.O,b,T]c � M'a�PRQ
��Û�o�m
��Ú�m�o �ÀÛ�k��ÀØrqto©Þ

�` >ÅB�x .��¡`��|.��������|Ç�����������g� �B|7´H�7~�������|��
�½� º
�*�������!´i����¬%ßN|n~/���¨���w���Ý8�*�±�·��5´»|,����¢����Ã���*|1|	��}�|
�Y��|n� ��������~/���[|��/�½~ ��´¶�/§
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