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FONCTIONNELLES CONVEXES

par J.J. MOREAU
(Montpellier)

1. INTRODUCTION

1.a. Les propriétés des fonctions numériques convexes sur R sont familiéres

(Cf. BOURBAKI [3], Chap. 1), ainsi que 1°usage de la convexité pour obtenir cer-

taines inégalités fondamentales (Cf. BOURBAKI [2], Chap. 1 ; HARDY, LITTLEWOOD,

POLYA [1], Chap 3). Les traités d'analyse fonctionnelle accordent aussi une cer-

taine place aux fonctions numériques convexes sur un e.v.t., notamment, parce que

normes et semi-normes sont de telles fonctions (Cf. BOURBAKI [1], Chap.2).
L'intérét pour les fonctions convexes s'est trouvé ravivé dans les vingt der-

niéres années par le développement des techniques d’optimisation ; dans ce contexe

industriel, la recherche de 1’éventuel minimum d°une fonction numérique sur un en-

semble s®appelle un probléme de programmation : programmation dite convexe si 1l%en-

semble et la fonction sont convexes (Cf., par exemple, KARLIN [1]). Ces problémes
ont donné lieu & un nombre considérable de travaux dans lesquels 1°idée de dualité
tient une place importante (déjd, dans le calcul des variations traditionnel, déve-
loppé sans intervention de la convexité, mais sous des hypothéses de différentiabi-
1lité, 1'intérét de la dualité est souligné notamment par COURANT, HILBERT [1], t.I,
Chap. 4, § 9 et 11).

Diverses questions de la théorie de 1'approximation rentrent aussi dans ce

cadre.

Les fonctions convexes conjuguées de FENCHEL [1], [2] fournissent un procédé
systématique pour mettre en ocuvrela dualité dans les problémes de programmation
convexe en dimension finie (Cf. KARLIN [1], BERGE, GHOUILAHOURI [1], ROCKAFEL-

LAR [1], [17] et, indépendamment, BELLMAN, KARUSH [1] & [51). Il s'agit 1a& d'une
extension au cas de fonctions convexes finies, définies sur des parties convexes

de Rn,‘ d'idées antérieurement développées pour n = 1 dans BIRNBAUMy, ORLICZ [1]
et MANDELBROJT [1]. Comme exemple plus ancien d'une telle correspondance entre fonc-
tions convexes il faut citer aussi les classiques paires de fonctions, construites
depuis YOUNG (1], sur R _, en intégrant une fonction strictement croissante et sa
fonction réciproque (cela sera généralisé au § 14.d. ci-aprés).

La dualité des fonctions convexes sera présentée ici sous 1l'aspect qui lui a
été donné dans MOREAU [2]. Les fonctions peuvent prendre des valeurs infinies et
sont partout définies sur un espace vectoriel X : on se raménera toujours & ce

cas en prolongeant une fonction avec la valeur + « hors de son domaine initial.
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Toute partie A de X sera décrite par sa "fonction indicatrice® wA(¢A(x) =0
si xe€A, = +° si x¢A). Rechercher 1'éventuel minimum d'une fonction f sur 1l'en-
semble A équivaut & chercher le minimum de f + !A sur X . Par cet artifice
tout probléme mettant en jeu des ensembles (convexes, fermés,...) est ramené, si
1'on veut, & un probleme mettant en jeu leurs fonctions indicatrices (convexes,
S.Celess) 3 inversement, il y a 1& un "procédé de fabrication® de résultats nou-
veaux ¢ on regarde si telle proposition connue, invoquant des parties d'un e.v.t.
n’est pas, dans 1l'optique précédente, corollaire dune proposition concernant des
fonctions plus générales que les fonctions indicatrices d'ensemble. La motivation
initiale de 1'auteur était de formuler et résoudre dans le cadre hilbertien cer-
tains problémes aux limites concernant des équations et inéquations aux dérivées
partielles (Cf. MOREAU [20], [21]). Ce mode de prospection a été notablement utilisé
depuis (Cf. AGGERI [1], LESCARRET [1], BROWDER [3], [4] ; le passage de BISHOP,
PHELPS [1] & BROENDSTED, ROCKAFELLAR [1] donne un exemple typique - Cf. section 13
ci-apres).

Un paralléle entre la traditiomnelle transformation de Legendre et la transfor-

mation de Fenchel (elles coincident lorsqu'il s'agit de fonctions & la fois conve-
xes et partout différentiables) situe clairement les considérations en question par
rapport & 1%analyse classique. Pour définir la transformation de Legendre, on traite
une fonction différentiable, non nécessairement convexe, comme une famille de “ger-
mes de fonctions affines" qui la représentent localement “& un infiniment petit
d'ordre supérieur prés", Pour définir la transformation de Fenchel, on traite une
fonction convexe, non nécessairement différentiable, comme une enveloppe supérieure
de fonetions affines ; une telle représentation peut manquer de précision locale,
mais on a l'assurance que chacune des fonctions affines en question minore partout
la fonction considérée., Au niveau du calcul numérique cela donne des certitudes que
ne fournissaient pas les notions théoriques de différentielle et d'infiniment petit.

Ce qui vient d'8tre dit fait comprendre que 1'intérét de la dualité en "™analyse
convexe® dépassc de beaucoup la transformation d'un probléme domné en un probléme
dual équivalent. La représentation d'une fonction convexe comme enveloppe supérieure
de fonctions affines est utile jusqu®au stade numérique (sur la bibliographie de

cette technique, baptisée guasilinéarisation, voir BECKENBACH, BELLMAN [1]93ELLEAN,

KALABA [17). Elle fournirs d'autre part un instrument essentiel pour 17¢tude généa
rale des fonctions convexes s.c.i. sur un e,v.t. localement convexe.

La présentc monographie n'accorde pas d’intérét spécial aux espaces vectoriels
de dimension finie., Tout au plus rappellera-t-on au § 5.b quelques particularités
des ensembles et fonctions convexes en dimension finie ¢ elles pourront servir de
clef pour tirer des diverses propositions les corollaires intéressant ce cas.

La plupart des résultats exposés sont dus & un trés petit groupe d'auteurs et
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ont été publiés depuis 1962. Naturellement beaucoup de mises au point nouvelles et

réarrangements se sont trouvés nécessaires.

1,b, Pour ne pas trop allonger ce fascicule un certain nombre de développements
récents ont été systématiquement laissés de cbté ; ce sont essentiellement :

-L'étude des fonctions convexes-concaves sur un produit de deux espaces vecto-

riels (ou “fonctions selle™). Les méthodes exposées ici, appliquées & ce cas, con-
duisent & des théorémes du type “minimax® (Cf.MOREAU [14], [21] ; ROCKAFELLAR [4],
(12]).

~Lfaxiomatique des Yespaces de convexité® (MOREAU [9]). La structure d'espace
vectoriel et méme colle de cbne convexe sont en effet inutilement riches pour déve-
lopper les notions d'ensemble convexe et de fonction convexe. Antérieurement, ot
presque ensemble, KNESER [1] et STONE [1] avaient présenté de telles axiomatiques,
mais choisies délibérément trés riches, de maniére & obtenir un théoréme d*isomor=-
phisme entre l%ensemble ainsi structuré et une partie convexe d'un espace vectoriel,
ce qui cl8t leur théoric (noter que, pour ces auteurs, les "masses™ peuvent prendre
leurs valeurs dans un ensemble plus général que R+).

-La notion de point extrémal d'unec fonction, les a-ctbtés du théoréme de Krein-
Milman et sa transformation par dualité (Cf. AGGERT [1], BROENDSTED [2]).

-L'étude des fonctions convexes quadratiques (au sens large c'est-a-dire pouvant
prendre des valeurs infinies). Grice & ces fonctions la théorie des sous-espaces
hilbertiens dfun espace vectoriel topologique de SCHWARTZ [1], [2] peut &tre abordée
sous un aspect nouveau : un sous-hilbertien (réel) H de l'e.v.t. (réel) E peut
8tre caractérisé par la fonction h partout définie dans E,; égale sur H au
carré de la norme de cct hilbertien et & +o hors de H. La loi de composition

des sous-hilbertiens revient alors & une inf-convolution (Cf, section 3, ci-apres)

des fonctions correspondantes. Lec noyau associé & H est l'application sous-diffé-
rentiellec oh* (Cf. sections 10, 11, 12 ci-apres).

-Enfin on a complétement omis le cas d"un espace hilbertien (ou préhilbertien) :
si on identifie un tel espace & son dual les couples de probléemes de "programmation
convexe” en dualité se trouvent formulés dans lc mBme espace ; leurs éléments peu-
vent alors, de certaines maniéres, &tre composés entre eux. L'idée directrice est
d'obtenir une généralisation non linéaire de 1'idée de décomposition d*un espace
hilbertien en somme directe de deux sous-espaces orthogonaux (les projections sur
deux tels sous-espaces sont bien en effet un exemple typique de couple de probléme
d'optimisation en dualité). On consultera MOREAU [17].

L'intérét de l%auteur pour la convexité est motivé par la théorie des liaisons
unilatérales en mécanique (MOREAU [5], [15], [18], [21]). On n'en sera pas surpris

car les mécaniciens sont certainement parmi les plus anciens utilisateurs du concept
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de convexité : songer au théoréme du "polygdne de sustentation" (statique d'un so-

lide pesant reposant, unilatéralement, sur un plan).

l,c., SOMMAIRE

Section 1 ¢ Introduction.

Section 2 : Fonctions numériques convexes.
§ 2,a. L'addition est prolongée & tout couple d'éléments de R = [- =, + =] pa:

la notation (+ ®) ¥+ (= ») =+ » (resp. la notation
(+ @) + (- =) == =),

§ 2.b. Isotonie de cette loi de composition.

§ 2,c. Définition des fonctions convexes & valeurs dans R.

§ 2.d. Toute partie A d'un espace vectoriel X est définie par sa fonction
indicatrice ¥, (0O sur A et +® horsde A) 3 A est convexe si
et seulement si wA est convexe,

§ 2,e. On appelle épigraphe de feﬁx 1'ensemble {(x, r)eX X R : f(x) = r}

(convexe si et seulement si f est convexe). Notation £ (r) = {xeX :
f(x) = r},
2.f. Fonctions convexes prenant la valeur - <,

2.g. Regles opératoires pour les fonctions convexes,

2,h. Fonction jauge d’un ensemble convexe.
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2,i, Fonctions concaves ; fonctions selle.

Section 3 : Inf-convolution.
§ 3.a. On note (f V g)(x) = inf {f(u) + g(v) : u + v = x}. Propriétés de la
loi de composition V, appelée inf-convolution.
§ 3.b. On éerit dom f = {xeX : f(x) <+ =} 3 alors dom (f V g) = dom f+dom g.

Cas de fonctions indicatrices d'ensemble,

§ 3.c. Si wa est la fonction indicatrice de l'ensemble f{a}, 1'opération
wav représente la translation des fonctions.,

§ 3.d. Espace normé.

§ 3.e. Inf-convolution et épigraphes.

§ 3.f, Céne convexe (Conv x, V).

§ 3.g. Isotonie de 1'inf-convolution.

§ 3.h. Cas d'un espace vectoriel préordonné.

§ 3.k. Un sous-c8ne convexe de (Conv, +),

Section 4 : Semi-continuités.

§ 4.a. X topologique : feRr st S.C.1. si et seulement si son épigraphe est
fermé dans X X R,
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§ 4.b.
§ 4,c.
§ 4.4,
§ 4.e.
§ 4.f,

Section 5 ¢

§ 5.a,

§ 5.b.
§ 5.c.

§ 5.d.
§ 5.e.

§ 5.f.

Section 6 :
§ 6.a,
§ 6.b,

§ 6b.c,
§ 6.d.
§ 6.e,
§ 6.1,
§ 6.8
§ 6.h.
§ 6.1.

Section 7 :
§ 7.a.

§ 7.b.
§ 7.c.

§ 7.d.

Espaces topologiques Rinf et msup .
Un cas de semi-continuité supérieure de f V g,

Fonctions numériques inf-compactes,

Un cas de semi-continuité inférieure de f V g. Inf-convolution exacte

Inf-convolution de fonctions inf-compactes,

Convexité sur un espace vectoriel topologique,

Cas de continuité dune fonction convexe., Points internes et points in-
téricurs d'un convexe.

Espaces vectoriels de dimension finie.

X e.v.t, réel ; on note T(X) 1'ensemble des feﬁx qui sont enve-
loppes supérieures de familles de fonctions affines continues 3 on note
TO(X) 1'ensemble des éléments de T'(X) _;utres que les constantes -
et + », Fonction T-régularisée de heR",

Si X est localement convexe, toute fonction & valeurs dans J- o, + =],
convexe et s.c.i. appartient & T1(X).

Cas ou la T-régulariséc dfune fonction convexe est égale & sa régula-
risée s.c.i.

Si X est tonnelé, une fonction fer(X) est continue en tout point

interne de dom f,

Fonction polaire d'une fonction numérique.

Espaces vectoriels en dualité X ot Y,
r(X) et ©(Y) ne dépendent que de la dualité. A toute heﬁx on asso=-
cie sa fonction polaire W*er(Y) : h*(y) = sup {< x,y > - h(x) : xeX} .

La fonction d'appui de A C X est wz .
h**

La T-régularisée de hd-lX est
(inf h.)* = sup (hz) .
Multiplication & gauche et & droite d'une fonction par e]O, + <[ .

Fonction polaire d'une translatée,
Fonction polaire de h Vv h' ,

Cas ou X est préordonné.

Continuités et dualité,

€ : topologie d'e.v.t. sur X (non nécessairement compatible avec la
dualité), Si hsﬁx est finie et majorée sur un § -voisinage de 1l'ori-
gine, les ensenmbles h*é(p) sont des parties € -équicontinues de Y.
Cas o 6 est la topologie forte,

Si % est compatible avec la dualité, les ensembles h*é(p) sont fai-
blement compacts.

Cas ou € est la topologie faible.
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8.f.
8.¢g.
8.h.
8.k.
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§ 9.c.
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Continuité uniforme de h.

Ensemble dont le polaire posséde un intéricur non vide.

Un cas ou h V h' est faiblement s.c.i.

Fonctions duales.

feRY ot geR. sont dites duales si f = g¥ et f*= g,

x€X ot yeY sont dits conjugués par rapport & (f.g) si
f(x) + g(y) =<x, y>.
Dictionnaire d'équivalences entre propriétés de f ot propriétés de g.

€ : topologie d'e.v.t. sur X (non nécessairement compatible avec la

dualité). f est finie et € -continue & 1l'origine si et seulement si

les "sections® gé(o) sont € -équicontinues.
Cas ou € est la topologie forte.

Cas ou 4 est compatible avec la dualité.

Cas ou € est la topologie faible.

Continuité uniforme de f .

Fonction asymptote.

Enveloppe conique.

I' =-convolution.
On note vV (r-convolution) la transmuée de 1'addition : par dualité
donc g yveg'=(gvg)*™.
Uncasou gVeg'=¢gVvg'.
Autre cas,

Autres cas,

Sous-gradients,
yoeY est dit sous-gradient dc ‘hfﬁx au point xo€X (h(xé) fini)

si la fonction affine xrm <x - x_, y_ >+ h(xo) minore h. On note

ah(xo) (sous-différentiel) 1l'ensemble dos sous-gradients de h au
point X, o

Si f et g sont des fonctions duales yedf(x) © xedg(y) e x et y
conjugués.

Cas usuel assurant ah(xo) # 0.

Conditions assurant o(h + h') = dh + dh° ,

Autre cas,

Dérivées dircctionnelles et sous-gradient,

Différentiabilité faible.

Sous différentiel & & preés.

Cas dun cspace de Banach : théoreme d'approximation.

Si X est un espace de Banach, une fonction ferO(X) est déterminée,

9
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§ 10.k.

Section 11.:
§ 11,a.
§ 11.b.
§ 11,c.
§ 11.d.
§ 11,6,

Section 12 @
§ 12.a,
§ 12.b.

§ I2.c.

§ I2.d.
§ I2,e.

Section 13 :
§ 13.a,

§ 130b‘

§ 13.c.

Section 14 3
§ 14,4,

§ 1I+lb.
§ 14,c.
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a4 une constante additive prés, par son sous-différentiel.

Cas d'une fonction convexe continue sur un e.v.t. quelconque.

Semi-continuité des applications sous-différentielles.

Applications multivoques ou multi-applications.,
Semi-continuité supérieure dfune multi-apolication.

La multi-application g = lorsque g esc inf-compacte.
h*‘

compatible avec la dualité et si

La multi-application "section oblique® de
si b
h€ﬁx est € -s.c.i. au point X9 majorée sur un  -voisinage de ce

de (X,%)

est une topologie sur X,

point, la multi-application 5.C. S,

Y faible,

oh est, au point X,

dans

Monotonie des applications sous-différentielles.
X dans Y.

Condition pour qu'une multi-application soit une sous-différentielle :

Multi-application monotone de

multi-applications cycliquement monotones.
Multi-applications cycliquement monotones maximales.
Un cas ou la multi-application of est monotone maximale,
Si X est un espace de Banach et si feFO(X)9 la multi-application

of est monotone maximale.

Minorantes exactes et hyperplans d’appui.

Fonctions égales & 1l'enveloppe supérieure de leurs minorantes affines
continues exactes.

Si X
est le dual), toute fero(X) est égale 3 la régularisée s.c.i. (pour
dom of,

cst un cspace de Banach (resp. Y un espace de Banach dont X
la topologie de la norme) de sa restriction & l%ensemble
Conséquences,

Si X
fero(X), 1'cnsemble dom df est dense dans dom £ pour la topologie

est un espace de Banach (resp. Y un espace de Banach) et si

de la norme. Conséquence : soit C € X convexe fermé borné (pour les
topologies compatibles avec la dualité) non vide. Les formes linéaires
sont denses dans

qui atteignent un maximum sur C Y pour la topo-

logie de la norme.

Jauges conjuguées et duales de Young.
Si AcX et BCY
ges a€rO(X) et b€ro(Y) sont des jauges conjuguées,
et Db,

sont mutuellement polaircs, on dit que leurs jau-

Relation entre a

Un schéma général de dualité de fonctions numériques.
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§ 14.d. Duales de Young.

§ Theoe. 51 a et b sont des jauges conjuguées et si # et Yy sont des
duales de Young (non singuliéres) les fonctions & od et v ob
sont duales,

§ 14,f, "Duality mappings®.

Section 15 : Bibliographie



J.J. Moreau. Fonctionnelles convexes. 2.a, b. 9

2. FONCTIONS NUMERIQUES CONVEXES

2.a. Pour tout a€ ] - w; + »], 1la convention

(201) a+(+°°)=(+°°)+a=+m
(resp. pour tout a€ [« =, + o[, 1a convention
(2.2) a+ (-®) =(-®) +a=aw)

prolonge classiquement 1faddition de R en une loi de composition dans 1l'ensemble
J- @, + ®] (resp. l'ensemble [- =, + ®[) qui posséde encore la commtativité,
1'associativité et beaucoup des propriétés usuelles.

I1 n'est pas classique d'étendre cette loia R =[ - ®, + ®] tout entier
c'est ce que nous ferons, de deux maniéres différentes, en notant + (addition supé-
rieure) et + (addition inférieure) les lois prolongeant la loi + & tout couple d'é-
léments de R au moyen des conventions :

(=) + (+ =) = (+ o) + (=) = (+=)
(=) + (+°) = (+ ) 4+ (- =) = (o =)

Dans MOREAU [9], [10] on a recherché minutieusement quelles propriétés de 1%ad-

Il

il

dition classique étaient conservées par ces extensions. La loi + étant transmuée de
la loi + par la symétrie x + -x on formulera seulement les résultats pour la se-
conde, Citons :

La loi + est commutative et associative, En outre, quels gque soient x, yeR °

quels que soient 1A, pe J0, + @[, on a :
Ax + y)
(A + p)x = M + px

(ainsi gue, évidemment, A(ux) = (w)x et 1x =x) , ce gui munit f d'unc struc

X+ Ay

ture de céne convexe notée (R, +) . Si E est un ensemble quelconque, il en ré-

-E -
sulte naturellement, pour l'ensemble R _dcs applications de E dans R une
structure de cdne convexe notée (ﬁE, +).

2.b, La loi 4+ est isotonique par rapport & la relation d'ordre usuelle de ) et,
plus précisément :

Si x, y, z sont trois éléments de R , los propriétés suivantes sont équiva-

lentes :
I) x+y=z=
II) &x* , dy* tels que x=x', y =y, x° + y' =2

Enoncé semblable en remplagant = par < (mais non par = ou par >).

On en tire notamment :

3 » " ’

Si (ui)ieI et (Vj)jeJ sont deux familles guelconques d'éléments de R, on

a 1'égalité

(2.3) inf (u, + v,) =inf u, + inf v,
(i,5)ex xd 3 e 1 e

9
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mais seulement en général 1'inégalité

(2.4) sup (u, + v.) = sup u; + sup Vi
(i,5)eI x J Y il jed
Si on prend, en particulier, pour u; un seul élément a€R , il vient

(2.5) inf (a + vj) =a+ inf v. .
jed jeg ¢

2.c. DEFINITION. Soit X un_espace vectoriel sur le corps R et soit C une par-

tie_convexe de X . On dit gufune_fonction f définie sur C , & valeurs dans

R est convexe si pour tout x et_tout x* dans C , pour tout o et tout o

(2.6) flox + a'%x') = of(x) + o'f(x*) .
Evidemment si f prend seulement ses valeurs dans J]- ®, + ©®] ou dans

[- o, + o[ , le signe + dans (2.6) équivaut & + : on retrouve la définition

dans JO,1[, avec o+ @* =1  on a

classique de la convexité.

I1 reviendrait auv méme de se contenter d'un signe + ordinaire au second nom-
bre de (2.6) et de déclarer que 1'inSgalité doit avoir lieu toutes les fois que
cette somme ordinaire est Céfiiie, Mals ce maniement d'expressions non toujours dé-
finies se réveéle extrézement incommode.

Une définition équivalente appara:it dans ROCKAFELLAR [1]; la définition en
question peut se rattacher & la ndtre par 1l'intermédiai ¢ de la remarque suivante
Si & chaque acR  on associe 1'cnsemble

T(a) =R N [a, + =]
(vide si a =+ ®), T est un isomorphisme du cdne convexe (ﬁ, 4) dans 1'ensemble

des par’ies convexes de R (ensermble classiquement muni d°’une structure de céne
convexe).

REMARQUE., La fonction fsﬁc est convexe si ot seulement si la fonction f qui la

'3

prolonge & X tout entier de la fagon suivante ¢
" f(x) si xeC
f(x) =
+ o si x¢C
est convexe. Comme en outre i1 sera surtout question de minorations et qu'une mino-

ration de f est visiblement équivalente & une minoration de f , on se limitera

dans la suite & considérer des fonctions convexss définies sur un espace vectoriel

tout entier.

2.d, EXEMPLE, Pour toute partie A de X la fonction, notée T

0 si xch

I -
¥ (x)
+ o si xfA
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sera appelée fonction indicatrice de A,

On vérifiera que cette fonction est convexe si et seulement si l'ensemble A

est convexe.,

En particulier la fonction, notée Wy s qui prend la valeur constante + «
partout sur X constitue la fonction indicatrice de la partie vide de X 3§ elle
est convexe.

Par 1l'usage des fonctions indicatrices, 1'étude des propriétés d'ensembles con-
vexes peut ainsi se ramcner dans unc large mesure & 1'étude de fonctions numériques
convexes, Maisy, comme on va le voiry il est inversement possible de ramener 1'étude
des fonctions numériques convexes sur l'cspace vectoriel X & celle de certains

ensembles convexes dans un espacc "ayant une dimension de plus”,

2.€4 DﬁFINITION. On appelle épigraphe de la fonction f€ﬁX 1'ensemble
F={(x,r)eX xR : f(x) = r}
et épigraphe strict de f la partie F' de X X R définie de méme par f(x) <r,.

Visiblement deux fonctions sont identiques si et seulement si elles ont méme

éplgraphe (resp. méme épigraphe strict).
' On vérifie facilement :

: =X s : .
Une fonction feR™ est convexe sur l'espace vectoriel X si et sculement si

son épigraphc (resp. son épigraphe strict) et une partie convexe de 1'espace vecto-
riel X XR .

Dans le méme ordre d'idées :

Si feﬁx cst convexe pour tout k€ﬁ les ensembles
{xeX ¢ f£(x) sk} noté f = (k)

lIA

et

{xeX : f(x) <k} noté £ = (k)

sont eonvexes.,

Par contre la convexité de ces ensembles n'implique pas nécessairement que la
fonction f soit convexe.

2.f. Les fonctions convexes prenant la valeur - ® sont assez spéciales : soit f
convexe -sur 1l'espace vectoriel X et soit x.€X tel que f(x,) = -« . On tire
immédiatement de 1%inégalité (2.6) que sur toute demi-droite dforigine x, il exis-
te au plus un point, soit X 5 en lequel f prenne une valeur finie j entre x,
et x , la fonction prend la valeur -« 3 au deld de X, elle prend la valeur

1

+ o , Done si f prend quelque part la valeur - © 4, les points ou elle est finie

sont assez Y“rares” ; en particulier ce sont tous des points non internes de 1l'en-

<
semble convexe f  (+ «) .(Rappelons qu'un point a ecst dit interne pour un cn-
semble convexe C si toute droitc passant par a rencontre C selon un segment

de droite auquel a est intérieur).
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2.g. Voici quelques régles opératoires concernant les fonctions convexes :

Si f et g sont deux fonctions convexes, il en est de méme de la fonction

£1 g .

Cela résulte de la commutativité et de 1l'associativité de 1l'addition supérieu -
re + .

En outre, si )€ J]O, + »[ est une constante, et si f est convexe, la fonc-
tion » f est convexe, Bref l'ensemble des fonctions convexes est un sous-cdne
convexe de (EX , +) (cf. § 2.a).

On notera (Conv X s, +) 1l'ensemble des fonctions convexes sur X muni de cette

structure de cdne convexe.

Par 1'inégalité (2.4) on trouve dfautre part :

Si (fi) s 1€l est une famille quelconque de fonctions convexes, 1'enveloppe

supérieure sup fi est une fonction convexe.
ieI
En outre :
Si (fi) , 1€l est une famille filtrante décroissante (ou, en particulier,

une suite décroissante) de fonctions convexes, 1l'enveloppe inférieure inf f3
iel .

est une fonction convexe.

En effet, pour établir 1'inégalité

(2.7) inf £, (@ x+ o' x') soinf £.(x) + o' inf £,(x') ,
i i i

considérons k strictement supérieur au second membre (1°inégalité serait triviale

si ce second membre valait + «),
D'apres le § 2.b, il existe s et s' tels que :
s+ s'=k
o inf f.(x) < s
; 1
o' inf fjﬂx°) < s,
Alors +
I pel : « fp(x) <s
dp'el ¢ of fpe(x) < s',
Puisque la famille (fj) est filtrante décroissante il existe g€l tel que la

fonction fq minore les fonctions fp et f,, ; alors

fq(a X+ ' x¥) = fq(x) o fq(X')

fA

o f (x) + o £ (x7)
P P
<s+s'=k.
Cela montre que k majore aussi le premier membre de (2.7) et &tablit cette iné-
galité,

2,h. Un exemple important de fonction convexe sur 1l°espace vectoriel X est le

suivant
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DEFINITION., On dit que f(ﬁx est une fonction jauge si elle posséde les propriétés

suivantes :

i) f prend ses valeurs dans [0,+ =]

ii) £(0) =0

iii) f est positivement homogéne, c'est-a-dire que pour tout xeX et tout

A€ ]0, + o[ sy on &
f(n x) = M £(x)

iv) f est convexe (compte tenu de iii, il est égquivalent de supposer f sous-ade

ditive).
Evidemment alors l'ensemble
£ 5 (1) = {xex ¢ £(x) = 1)
est convexe et contient 1l'origine. Réciproquement, pour toute partie convexe
C de X , contenant 1forigine, il existe une fonction jauge f et une seule telle
que C=Ff =(1) , & savoir
(2.8) f(x) = inf {kelO , + =[: xek C} .

L'inf est pris dans R j;l'ensemble entre accolades est vide si x n'est pas ab-

sorbé par C : en ce cas f(x) =+ ,
On dit que f est la jauge de 1'ensemble C (convexe contenant 1'origine).

EXEMPLE : Si C est une partie conique convexe de X (de sommet O inclus), sa

jauge est aussi bien sa fonction indicatrice wC .
2,i. Rappelons, pour terminer cette section, quune fonction feﬁx est dite conca=-

ve sur X si la fonction -f est convexe ce qui revient & dire que, pour tout x

et tout x* dans X , pour tout «@ et tout o' dans ]0,1[, avec o + @' =1,

on a

v

a £(x) + o' £(x") .

Cette notion ne sera pas invoquée dans la suite j; elle prend toute son impor-

flo x + o' x')

tance dans le contexte suivant : Soient C et D des parties convexes de deux es=-
paces vectoriels X et Y , On dit qu'une application F de 1l'ensemble produit
CXD dans R est une fonction selle (angl. : saddle function) si pour tout yeD

la fonection
x b F(x, y)
est convexe et que pour tout =xeC , la fonction
v+ Flx, )
est concave, La question de 1l'existence d*un col (angl. : saddle point), c'est-i-
dire d'un point (x., ¥o)€C x D tel que, pour tout =xeC et tout yeD , on ait
Flxos ¥) = Flxo, ¥o) = F(x, y,)

est d'une grande importance dans diverses applications ; ou, simplement, la ques-

tion de savoir si les quantités inf sup F(x, y) et sup inf F(x, y) sont égales.
x y vy X
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Pour 1%aspect classique de ces questions voir ¢ BERGE [1] ; on peut également leur
appliquer des méthodes de dualité dans 17'esprit du présent exposé (Cf. MOREAU [14],
ROCKAFELLAR [4], [12]).
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3. INF-CONVOLUTION

3.8, DEFINITION,- Soit X un espace vectoriel sur le corps R. On note V la
lei de compositien, appelée inf-convolutiecn, gui, & deux fenctions feﬁx et gsﬁx

fait correspondre la fonction :

(3.1) x+ (£ vg) (x) = inf [f(u) + g(v)] .
W = x

On définit de méme la sup-convolution, notée A, par

(f8¢g) (x) = sup [f(u) + gv)]
wtv = x
(loi transmuée de la précédente par une symétrie dans R de sorte qu'on se limite-

ra dans la suite & considérer la loi V).

Dans MOREAU [9], cette opération est étudiée en prenant pour X un demi-grou-
pe commutatif quelconque., Comme 1°addition dans l'espace vectoriel X est en fait

une loi de groupe, (3.1) s%écrit aussi bien, dans le cas présent :

inf [£(u) + g(x-u)]
ueX

(3.2) (£ 9 ¢g) (x)

= inf [f(x-v) + g(v)] .
veX

La loi de composition V (resp. A) est visiblement commutative ; elle est en

outre associative.

En effety, si F, G; h sont trois fonctions numériques sur X; on a, en uti-

lisant (2.5),

[f 9Wgvh)](x)= 4or [flu)+ inf (gv) + n(w))]
uwt = x viw = t
=  inf inf [f(u) + g+ + n(w)] .
utt = x viw =t
Or
{(t,u,vgw)exu s utt = x,v + w = t}
= {(t,u,v,w)(Xu s viw = t, utviw = X}
done
(£ 9W(gvh)] (x) = inf  pf(u) + gv) + h(w)] .

utvtw = x
Cette expressiony symétrique en f, g, hy, montre l%associativité.

3.b, EXEMPLE., Si A et B sont deux parties quelconques de X, on a pour leurs

fonctions indicatrices ¢A et ¢B (cf., § 2.4) ¢
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(4, V ip)(x) = u+3n£ XEWA(u) (1.
La quantité entre crochets est toujours = 0. 351l existe u€A et veB tels que
utv = xy c'est-a-dire si x appartient & 1°'ensemble A + B, 1la valeur O est
effectivement atteinte et 1%inf vaut 0. Si, au contraire, x¢A + B, il n'exis-
te pas de décomposition de x en somme de u€A et veB : cette quantité entre

crochets ne prend pas d'autre valeur que + ®, Donc
(303) wA v ‘!"B = ¢A+B

Plus généralement pour toute feﬁx, on appelle domaine effectif de f, noté

dom £, l'ensemble
dom f = {xeX : f(x) < + =}

et on trouve, comme ci-dessus, pour deux fonctions numériques quelconques f et

g
(3.4) dom (f Vg) =dom f + dom g

3.c. EXEMPLE. Soit a€X ; on notera simplement ¢a la fonction indicatrice de
l'ensemble {a}. Soit feﬁX; on a, d'aprés (3.2),

(¢, v £)(x) = inf [y, (u) + f(x=u)] .
uexX

Comme ¢a(u) ne différe de + ® que pour u = a; 1l en est de méme de la quanti-

té entre crochets ; cela laisse :
(3.5) (4, ¥ £)(x) = £(x-a) .

C'est-d~dire que 1l'opération Wa V représente la transformation des fonctions par

la translation a.

En particulier la fonction {, définie par
0 si x=0
Vo (x) =
+osi x#0

est élément neutre pour 1l'inf-convolution.

'

| une norme sur l°’espace vectoriel X et soit A une

{e

3.d. EXEMPLE. Notons
partie de X. Pour tout x¢X, 1l'expression (¢A Y

E)(X) représente la distance

i
|
{e

de x & l'ensemble A,

3.e. PROPOSITION,. Soient fdﬁx et geﬁxg on considére., le épigraphes stricts de

ces fonctions (Cf, § 2.e., définition) :
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F

)

{(x,P)eX x B ¢ f(x) <r},

It

G={(x,r)eX xR : g(x)<r}.

L°épigraphe strict de la fonction f V g est, dans 1'espace vectoriel X xR&,

1%ensemble somme F + G,

Démonstration : Le point (x,r) de X X R appartient & 1%épigraphe strict de

f Vg siy par définition,

(3.6) r> inf [f(u) + g(v)] ,
utv = X

ce qui équivaut a
T ueX, T veX, utv = x,r > f(u) + glv)

.

équivalent, d’aprés le § 2.b, &

g ueX, I veX, % aeR, & bek ,

H

wWv =x, a+b=r, a>f(u), b>glv)

Comme r est, par hypothésey, fini, a + b = r implique aeR et beR; donc
a+b=a+b, Bref (3.6) équivaut & 1l°’existence dans 1l°espace vectoriel X X R

des éléments (u,a)eF et (v,b)eG tels que
(x,r) = (uza) + (v;b)
ec quil fallait démontrer.

La réduction de 1'inf-convolution & une addition d’ensembles; que réalise cette
proposition 3.e., nest pas un moyen d°étude aussi puissant qu'on pourrait le croire;

bien des propriétés topologiques des fonctions sont en effet difficiles & traduire

en propriétés des épigraphes stricts.

3.f. On a signalé au § 2.e. qu'une fonction feﬁx est convexe si et seulement si son
épigraphe strict est une partie convexe de X yx R; la proposition 3.e. donne alors,

puisque la somme des deux convexes est convexe :

PROPOSITION.. Si f€ﬁx et gGﬁX sont convexes, il en est de méme de la fonction

fveg.
Notons par ailleurs que, dans 1l%espace vectoriel X x Ry, wune homothétie de
centre (0,0), de rapport »€]O,+ @[, transforme 1°épigraphe strict de f, c'est

&~dire 1'ensemble

F={(xr)eX xR : f(x)<r)

en 1l'ensemble
{(x'r)eX x R ¢ x" = wx,r® = r, f(x) <r}

{(x"'yr")eX x R : f (% x?) <r'} .,

A F
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C'est 1& 1'épigraphe strict de la fonction
x = (5 %),

laquelle sera notée f1) (Notation de ROCKAFELLAR [9] ; dans MOREAU [7], [8], cette

fonction était notde £(MN)Y.

Bref, 1l'ensemble des parties de X x R qui sont des épigraphes stricts de fonc-
tions convexes est stable pour 1'addition et pour les homothéties strictement posi-
tives de centre (0,0). On sait que, plus généralement, 1°’ensemble des parties conve-
xes d'un espace vectoriel est, par ces deux opérations, muni d'une structure de cdne

convexe. Passant aux fonctions dont on a considéré les épigraphes on obtient donc @

Par la loi de composition interne (f,g) » f Vg et la loi externe

(Asf) = £y, 1l'ensemble des fonctions convexes sur X est muni d'une structure de

cbne convexe qu'on notera (Conv x,V).

REMARQUE 1,- Cet énoncé implique en particulier que pour tous N, Ayjs...5\ dans

10, +=[, on a, si f est une fonction convexe,

(£3) 7 (£2g) ¥ eew WE dg) = £(0 + dg Feoot Ay)

ety notamment,

REMARQUE 2,- Soient o et a' dans 10,1[, avec o + «' =1, Soient

f et f'€ﬁX; la définition de 1'inf-convolution implique, pour tout xeX,
(fa v o)(x) = inf [ f(é u) + o f7 é, u’)]

u+u' =x
= o f(x) + o' £7(x)
(car pour u=ao x et u' = ° X, on a bien u+ u' = x). Bref

(3.7) (f )VU(F* a%) =a £ + o f°?

Cela peut s'exprimer en disant que 1l'application canonique du cbne convexe

(Conv X , V) dans le cdne convexe ordomné (Conv X , +) (Cf. § 2.g.) est convexe.

3.g. PROPOSITION.-L'inf-convolution V est, dans 1l%'ensemble ﬁxs une loi de compo=

sition isotone, c'est-a-dire que; guelle que soit la fonction g, on a 1%implication

(3.8) fosf,=f Vg=f, Vg

ety plus généralement, si (fi)s iel, et (gj) s J€J, sont deux familles quelcongues

de fonctions, on a

inf (fy Vgs) = (inf £.) v (inf g2)
- 0 j‘ J l g °
(i,3)€l x J ieI T jeg ?
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Vérification facile, en utilisant 1'égalité (2.3).

3.h., PROPOSITION,.On suppose que l'espace vectoriel X est muni d'un préordre

noté <, compatible avec la structure d'espace vectoriel, de sorte que 1°ensemble

P = {x€X : 0 < x}

est_une partie conigue_convexe (de sommet O inclus) de X. Une fonction feRY

est décroissante pour le préordre < si et seulement si

(3.9) £V =1,
ce qui éguivaut d'ailleurs &
(3.10) fVvy, 2f .,
P
En effet

(£ v ¥)(x) = inf [£(x -v) + (V)]
veX

et la quantité entre crochets vaut + © si v¢P ; donc

(f v wP)(x) = inf f(x-v) = inf f(u)
veP u<x

Par définition la fonction f est décroissante pour le préordre < si et seulement
si

u<x= f(u) = f(x)
d%olu la condition (3.9).

On a en outre, puisque O¢P,

i

Yo = ¥p

(cf. § 3.c.) donc, d*aprds (3.8), pour toute fonction f,
£=19V 42174

d'ou 1'équivalence de (3.9) et (3.10).

REMARQUE..Si f vérifie la condition (3.9)9 il en est de méme de f V gy, quelle

que soit geéx, car alors
(fvg) vi=(vi)ve=£fYg.

En outre, P étant un cbne convexe, on voit immédiatement que; pour tout

W 10, += [
Vp A = dpe
Si done f vérifie (3.9), il en est de méme de f), car alors

(£2) Vdp = (£0) v (4p0) = (f v WP) A= )
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I1 résulte de 12 que l'ensemble des fonctions convexes qui sont décroissantes

pour le préordre < est un sous-cdne convexe de (Conv X , V). (Cf. § 3.f.).
C'est éviderment aussi un sous-cbne convexe de (Conv X , +). (Cf. § 2.g.).

3.k. A cdté de cette considération d’un préordre sur l'espace vectoriel X, le

§ 6,1. nous conduira & envisager une autre situation qui fait également intervenir

une partie conique convexe de l'espace ¢

Soit @ une partie conique convexe de X (de sommet O, non nécessairement
inclus). L'ensemble des fdﬁx telles que (Cf. § 3.b.)

dom £ € Q

(ctest-d-dire 1l'ensemble des fonctions qui prennent la valeur + © dans tout le

complémentaire de Q) est stable par inf-convolution puisque si dom g € Q, on a

par (3.4),

dom (f Vvg)=domf+domgC Q+Q=Q «
En outre; si €] Oy + @ [, on a

dom (f)) = A dom £ € Q = Q

I1 résulte de 12 que l'ensemble des fonctions convexes qui prennent la valeur

+ ® partout hors de Q est un sous-cdne convexe de (Conv X , V),

Clest évidemment aussi un sous-cdne convexc de (Conv X s +).
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4, SEMI-CONTINUITES

4,2, Dans ce paragraphe, X peut 8tre un espace topologique quelconque. On sait

qu'une fonction feR™ est semi-continue inférieurement (en abrégé s.c.i.) si et

seulement si, pour tout reR, l'ensemble <section> de f:

-l

£= (r) = {xeX ¢ £f(x) = r}

. .. = < -

est fermé dans X (trivialement ence cas f = (+®) =X et £~ (=) =N f =(r)
reR

sont eux-mémes fermés). La fonction f est semi-continue supérieurement (en abrégé

s.c.s.) si et seulement si, pour tout r<R, 1'ensemble

£ () = {x€X : £(x) < r}
est ouvert dans X.

Par exemple une partie A de X est fermée (resp. ouverte) si et seulement
si sa fonction indicatrice ¥, est s.c.i. (resp. s.c.s.). De cela on peut rappro-

cher :

PROPOSITION.. Une fonction fsﬁx est s.c.i., si et seulement si son épigraphe

F={(x,r)eX x R : £(x) = r} .

est fermé dans 1%espace topologique X x R.

En effety, la fonction f c¢st s.c.i. sur X si et seulement si la fonction
Plx,r) = f(x) = r

est s.c.i. sur X x R. Or les ensembles sections ¢ - (k) , keR, sont tous dé-

duits de F par des translations selon R dans 1l'espace produit X x R.
En transmuant par symétrie on trouve :

COROLLAIRE,- Une fonction f€ﬁX est s.c.s. si et seulement si son épigraphe strict

{(x,r)eX x R ¢ f(x) < r}

est ouvert dans 1°’espace topologique X x R.

L,b., I1 est classique d'interpréter la semi-continuité inférieure (resp. supérieure)
dune application f dfun espace topologique X dans R comme une continuité

proprement dite, en munissant B d'une topologie (non séparée) convenable :

NOTATION,.- On notera éinf 1'espace topologique construit en munissant 1%ensemble

[- ®s+ ®] de la topologie dont les ouverts sont, outre la partie vide et la partie

pleine, les intervalles de la forme TJk,+ ], avec ke[- « + «[, On notera ﬁsu

1'image homéomorphe du précédent par la symétrie r * - r,
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Une fonction définie sur un espace topologique X, & valeurs dans
R =[-®,+«], est s.c.i., (resp. s.c.s.) si et seulement si c’est une application

continue de X dans R, . (resp. dans ﬁsup)'

De la propriété d'<isotonie forte>® formulée au & 2.b. on tire:

L'application (x,y) ¥ x +y est continue de 1°'espace topologigue ﬁinf x R

inf

1] 3 n
dans 1l'espace topologilgue Binfe

Mais on touche une petite difficulté de la théorie en remarquant que:

L'application (x,y) Xt y n'est pas continue pour ces mémes topologies aux

-

points (= oo+ ®) et (+ @y @) de 1l'espace ﬁinf X Rinf'

Doncy, si f et g sont deux fonctions s.c.i., sur l'espace topologique X,
la fonction f + g est aussi s.c.i., mais non, en général, la fonction f + g,
4 moins que les fonctions prennent des valeurs telles que + équivalle & + o
par exemple, si f et g sont s.c.i. et prennent leurs valeurs dans J=o,+ 7]
la somme classique f + g (équivalente alorsa f + g et & f + g) est aussi

S.C.1l.

4.c. PROPOSITION.- Soit X wun cspace vectoriel topologique (sur le corps R ) et

soit f€ﬁX 5.C.S., 3 alors, quel que soit g€ﬁx , la fonction f Vg est s.c.s..

En effety alors pour chaque wu€X, 1la fonctiong translatée de f,
| x P f(x-u)
est s.c.s., donc aussi, daprés le § 4.b., la fonction
x P f(x-u) + gu) |

Par suite f V g est s.c.s. comme enveloppe inférieure d'une famille de fonctions

SeCoSoo

Autre raisonnement : d'apres le § 4,a., 1'épigraphe strict F de f est ou-

vert dans X x R, donc aussi l'ensemble somme F + G (G s épigraphe strict de g)

qui est 1°épigraphe strict de f V g.
4.4, La recherche de conditions assurant la semi-continuité inférieure de f v g
va nous amener & introduire la notion suivante :

DEFINITION. . (MOREAU {77, [8]) Soit X un_espace topologique quelconque : on dit

qu’une fonction feﬁx est inf-compacte si, pour tout reR, 1'ensemble

f é(r) = {xeX : f(x) = r}

est_compact (éventuellement vide).
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Evidemment en ce cas

1A

(-=) = nf=(r)
reR

f

est aussi compact.

Les propriétés suivantes sont quasi-immédiates ¢

Si 1l'espace topologique X est séparé, toute fonction inf-compacte est s.c.i.

Une fonction inf-compacte admet un minimum ; par suite, si elle ne prend nulle

part la valeur =~ «, elle cst bornée inférieurcment.

Toute fonction s.c.i. minoréc par une fonction inf-compacte est inf-compacte.

Si f et g sont deux fonctions & valeurs dans 7J- «@,+ «]; 1%une inf-com-

pacte et 1'autre s.c.i. bornée inférieurement, la fonction f + g est inf-compacte.

L'enveloppe supérieure dune famille quelconque (resp. 1'enveloppe inférieurs

d'une famille finie) de fonctions inf-compactes est inf-compacte.

Des propriétés des fonctions inf-compactes sur un espace vectoriel topologique

apparaitront dans les scctions suivantes; en liaison avec la théorie de la dualité.

b.e, La propriété facile que voici peut &tre considérée comme classique :

LEMME.- Soit X un espace topologique quelcongue, U un espace compact et

Xsu [ XU une onctlon & valeurs ans S.C,1l, Sur csSpace roaul X °
(x5u) P Plx,u) fonction & val dans R, s.c.i. sur 1'espace produit X x U

Alors la fonction

x P min P(x,u)
uel

est s.c.i. sur 1l'espace X.

On va en déduire (MOREAU [7],[8]) :

PROPOSITION.. Soient définies sur un espace vectoricl topologigque X deux fonctions

f et g & valeurs dans 7J- ®,+ @], la premiére inf-compacte, la seconde s.c.i.

et bornée inférieurcment. Alors la fonction f V g est s.c.i. et bornée inférieure-

ment 3 en outre cette inf-convolution est exacte c'est-d-dire que 1%inf de sa défi-

3

nition est un minimum.

En effet + équivaut ici & + ¢

(4.1) (f v g)(x) = inf [f(u) + glx-u)]

ueX
Lfexpression entre crochets est fonction inf-compacte de u, d'apres le § 4.d.,
donec 17inf est un minimum. En outre f V g est bornée inféricurement puisque f et

g le sont.
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Montrons que f V g =h est s.c.i. en un point x,eX. Soit a <h(x)) ; il

faut montrer 1l'existence dun voisinage V de X, dans X tel que
(4.2) x€V = h(x) = a |,
Soit BeR un minorant de g ; 1l'ensemble
U= fueX : f(u) = a -p}
est compact d°aprés 1l'hypothése. (4.1) s"écrit
(4.3) h(x) = inf {h; (x) , hy(x)}

avec

inf [f(u) + g(x-u)] > a
ueU

hy (x)

et

h,(x) = inf [£(u) + g(x-u)]
uel

La fonction (x,u)* f(u) + g(x-u) est s.c.i. sur 1%espace X x U. Daprés le
lemme, la fonction h, est donc s.c.i. sur l'espace X ; dfaprds (4.3) on a
a< hz(xo) dfol l'existence de V, voisinage de x  dans X; sur lequel

h, 2 a, ce qui donne bien (4.2).

EXEMPLE, Si A est une partie compacte de X et B une partie fermée, les fonc-
tions indicatrices y et wB satisfont les hypotheses de 1l'énoncé : on en con-

clut que est s.c.i., c’est-d-dire que l’ensemble A + B est fermé,

ty Yoty T pp
résultat bien connu.

4,f. PROPOSITION.~ Si 1l°espace vectoriel topologique X est séparé, 1l'ensemble des

fondions inf-compactes & valeurs dans J-  , + o ] est stable pour 1°’inf-convo-

lution.

En effet; si X est séparé; deux fonctions f et g, inf-compactes & va-
leurs dans ]« , + o ] sont s.c.i., et elles admettent respectivement des mino-
rants ¢ et £ dans R. D'aprés la proposition 4.e., la fonction h =f v g est

s.c.i. et 1'inf-convolution est exacte. Pour montrer que l'ensemble fermé

h 5(r) = {xeX : (£ 9 g)(x) = r}

A

reR, est compact, on remarque que, si xch = (r), 1l existe u et v dans X

tels que

u+v=x

f(u) + glu) =r,
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ce qul entraine

f(u) =

‘A
2]
!

w

1A
]
!

R

g(u)

On a donc 1’inclusion

=

n = (r)cr = (r-8)+g~ (r - 0)

ou le second membre est un ensemble compact, puisquec somme de deux compacts.
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5., CONVEXITE SUR UN ESPACE
VECTORIEL TOPOLOGIQUE

5.2, Soit X un espace vectoriel topologique sur le corps R. Une propriété clas-
sique (Cf. BOURBAKI [17, Chap. II, § 5, n° 2) peut se formuler dans le contexte

présent, de la fagon suivante :

Soit une fonction feRX, convexe sur X, S'il existe un ouvert dans X sur

lequel f est majorée, alors f est continue sur 1'intérieur (visiblement non vide)

de llensemble
dom f = {xeX : f(x) <+ =} .

Tel est le cas, en particulier, s'il existe un point x_eX en lequel f est
SeCiSsy avec f(x ) <+ = (Noter qu'ad la différence de Bourbaki, nous n’excluons

pas la valeur - © pour f).

Rappelons qu'un point a d'un ensemble convexe C est dit point interne de
C si toute droite passant par a rencontre C selon un segment auquel a est
intérieur : c'est 13 un concept indépendant de la topologie. On voit alors (par

une homothétie) que si C posséde un point intérieur pour une certaine topologie
d'e.v.t. sur l'espace X, tout point interne de C est aussi intérieur (et réci-

proquement, bien sfir) : l'intérieur de C, s'il n’est pas vide est égal & 1'ensem-

ble des points internes ou <intérieur algébrique> de cet ensemble convexe. Autre-

ment dit, les topologies d'e.v.t. sur X se rangent en deux classes au plus :
celles pour lesquelles l'intérieur de C est vide et celles pour lesquelles cet
intérieur est égal & 1l'intérieur algébrique. Revenant alors & une fonction feﬁx,
convexe, on voit que les topologies d'e.v.t. sur X se rangent en deux classes au
plus : celles pour lexquelles f n%t continue en aucun point de dom f et celles
pour lesquelles l'ensemble des points de dom f ou f est continue, est égal &

1'intérieur algébrique de dom f,

5.b. On n'accordera pas; dans les sections suivantes, d'attention spéciale aux ese
paces de dimension finie ; nous renvoyons principalement pour ce cas & ROCKAFELLAR
[17]. Le lecteur tirera des résultats ultérieurs les corollaires intéressant les

espaces de dimension finie en se rappelant les faits fondamentaux suivants :

La topologie (localement convexe) canonique d'un espace vectoriel de dimension
finie sur le corps R posséde pratiquement toutes les particularités usuelles :

¢'est une topologie d'espace hilbertien, donc d'espace de Banach réflexif, donc
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d'espace tonnelé, etc... Pour la dualité canonique d°un tel espace, la topologie en
question est aussi bien topologie faible que topologie de lMackey ou que topologie

forte (Cf. section 7).
De la proposition de tout & 1'heure on tire en outre (Cf, BOURBAKI, ibid. ) s

Si X est un sspace vectoriel de dimension finie, toute fonction f€§x CON=-

vexe est continue sur l'intérieur de dom f.

Cet intérieur peut 8tre vide, Mais il est spécialement intéressant, en dimen-

sion finie, d'étudier un ensemble convexe tel que dom f par _rapport & la topolo-

gie de la plus petite variété 3indaire le contenant., On démontre (Cf., par exemple,
EGGLESTON [1], VALENTINE [1]) gque tout convexe non vide d’un espace de dimension

finie posséde pour la topologie précédente un intérieur (dit intérieur relatif) non

vide,

5.c. NOTATION, Si X est un espace vectoriel topologique, on notera Tr(X) 1l°en-
semble des feﬁx quli sont enveloppes supérieures de familles de fonctions affines
continues 3 on notera ro(X) 1%ensemble des fer(X) autres que les deux cons-

tantes oy = + o et -ty = - (enveloppe supérieure d°une famille vide).

L'ensemble T1(X) est stable pour 1%addition inférieure t car si (mi)9 ieI,
et (nj)9 jedy, sont deux familles (éventuellement vides) de fonctions affines

continues, on a, d'aprés 1*égalité (2.3) (transmuée par symétrie),

sup r, + sup n, = sup (m +n.).
iel T jed 9 (4,5)eIxd 9
Or m + n, =m + n, est une fonction affine continue.

i3 i
Visiblement aussi, 1'ensemble I'(X) est stable pour la multiplication par
toute constante e]0;+ =[, ce qui en fait un sous-cdne convexe de (ﬁx,f). Dans

la section 9 on définira une autre structure de céne convexe sur I'(X).

Soit (fi) une famille de fonctions appartenant & TI'(X). Chacune d'elles
étant 1'enveloppe supérieure d'une famille de fonctions affines continues, 1l'enve-
loppe sup fi appartient elle-méme & I'(X) car elle est l'enveloppe supérieure de
la collection de toutes ces fonctions affines continues, Il en résulte que, dans
l'ensemble I'(X), ordonné par 1l'ordre habituel de ﬁx, toute partie & posséde
un plus petit majorant VvV & et un plus grand minorant A & : 1%élément V & est
tout simplement 1'enveloppe supérieure, c'est-i-dire le sup de & dans X 3
1'élément A & est 1'enveloppe supérieure des fel'(X) qui minorent 2 : c'est une

fonction généralement plus petite que 1°inf de & dans R,

Y —X ’ S
Pour toute fonction heR"; on sera amené, dans la section 6, & noter h*¥
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hY

1a plus grande fonction de FP(X) minorant h ; on 1'appelera la r-régularisée de

h ; on peut la construire comme 1l’enveloppe supérieure des fonctions affines con-

tinues minorant h,

5.d. Tout élément de T1(X) est évidemment une fonction convexe et s.c.i. puisqu’-
enveloppe supérieure d'une famille de fonctions convexes (car affines) et s.c.i.
gar continues) ; en outre, & 1l%exception de la constante-uy, les éléments de T(X)

sont des fonctions & valeurs dans 1J- o, + ]

81 X est ocalement convexe, on a, réciproquement (MOREAU [27) :

PROPOSITION. Si X est un e.v.t. localement convexe, toute fonction f, & valeurs

dans J]- o3 + o] , convexe et s.c.il. appartient & Tr(X),

Démonstration : Constatons que, sous les hypotheses faites; f posséde au moins

une minorante affine continue. En effet, laissant de cdté le cas trivial ou f est
la constante oy =+ s considérons x,€X tel que f(xo) < + o et choisissons
un réel r, < f(xo). Dans 1l'espace vectoriel topologique produit X x Ry qui est

localement convexe, 1°épigraphe
F={(x,r)eX x R : f(x) =r}

est un ensemble convexe fermé non vide (Cf. §§ 2.e. et 4.a) auquel le point
(x, 5 r,) n'appartient pas. Il existe donc un hyperplan fermé séparant ce point
de 1'ensemble F ; cet hyperplan, visiblement <non verticaly, est le graphe d'une

fonetion affine continue minorant f.

Ceci dit, 1l'enveloppe supérieure £** des minorantes affines continues de f
est un élément de T(X) minorant f. Afin d'établir que f = £**  on va montrer
que, pour tout x €X et tout réel r, < f(x;), ona 1r < f**(xl), c'est-a-dire
qu'il existe une minorante affine continue de f prenant au point x, une valeur
>r,. C'est précisément ce que montre le raisomnement précédent s'il existe, dans
1'espace localement convexe X x R, un hyperplan fermé <non verticald séparant
strictement le point (x, , r,) de l'ensemble F. A défaut d’un tel hyperplan,
cette séparation stricte serait du moins assurée par un hyperplan <«verticaly de la
forme P x R ou P est un hyperplan fermé de X. Soit p une fonction affine
continue sur X, s'annulant sur P et telle que p(xl) > 0 ;3 dans le demi =-es-
pace p= 0y, ona f =+ o . Soit g une des minorantes affines continues de
f dont on a précédemment montré lvexistence. Pour tout 3 = O 1la fonction affine
continue q + \p est encore une minorante de f : on pourra choisir ) assez

grand pour qu'elle prenne au point x, une valeur > r

1 1 e
Exemple : 51 X est localement convexe, une partie C de X est convexe fermée

si et seulement si sa fonction indicatrice yc aPpartient & r(X).
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Si A est une partie quelconque de X; 1la fonction Y, @ pour r-régularisée

la fonction indicatrice Io de 1l'enveloppe convexe fermée C de A. En effet

A - C implique Uy 2 ¢C 3 comme ¢C€F(X) il reste & prouver que toute fonction

affine continue m minorant WA minore De fait le demi-espace fermé m = O

1
VC-

contient A; donc contient C; ce qui donne m = g e

5.e¢. PROPOSITION. Supposant encorec X localement convexe, soit hdﬁx convexe et

possédant une minorante appartenant a ro(X) (par exemple une minorante affine con-

. ’ . - sk ” N ’ . s o ol
tinue). Alors la P-régulariséa h de h est égale & sa régularisée s.c.i. h :

(5.1) A(x) = 1im . inf h(w) .
u - X
En effet la fonction h est convexe (son épigraphe est, dans X x R, 1vadhé-
rence de 1°épigraphe de h). Elle est la plus grande fonction s.c.i. minorant h,
donc plus gpande que la minorante impliquée dans 1'énoncé. Par conséquent h prend
ses valeurs dans J]- o, + ©] ¢ la proposition 5.d. montre que her(X). Donc h

est bien le plus grand élément de T[(X) minorant h.

REMARQUE 1. Si h prend quelque part la valeur - o, sa [-régularisée est la

-~
constante -ty T - la fonction h n'est pas nécessairement cette constante.

REMARQUE 2. Si 1'espace X est de dimension finie on peut montrer que toute fonc-

tion hy convexe & valeurs dans J- o, + @], admet des minorantes affines de

sorte que '™ = 1.

Par contrey, en dimension infinie; on a le contre-exemple suivant : soit C
un convexe fermé dfintérieur non vide et soit ¢ une forme linéaire non continue.

La fonection

h=QP+‘bC

est convexe, & valeurs dans J]- oy + »]. Sur tout ouvert w < C 1la fonction ¢
prend des valeurs négatives arbitraires, donc h n’admet pas de minorante affine

continue, ce qui implique h** = -wy. Par contre la régularisée s.c.i. de h est

(-m si xeC

~

h(x) =
+ o si X¢C
REMARQUE 3. Pour tout hfﬁx on peut aussi considérer

lim . inf h(u) = sup finf h(V \ x) : V voisinage de x3.
u - x

u £ x
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Visiblement :

(5.2) lim . inf h(u) = min {h(x) , 1im . inf h{uw)} .

u - X u - X
u # x
On remarque alors (Cf., dans un contexte assez différent, BROENDSTED [1]) :

Si heﬁx est convexe et si dom h contient plus d*un point, on a, pour tout

xeX,

(5,3) lim . inf h(u) = h(x) .

u - X
‘U.'#X

En effet, cette inégalité étant triviale si h(x) = + o, supposons xedom h.
Soit x" distinct de x dans dom h. Si h(x') = - »; 1la fonction prend la va-
leur - » sur tout le segment Jxy; x'] (Cf. § 2.f) de sorte que,; dans ce cas, (5.3
est encore triviale, le premier membre valant - ., De méme si h(x) = - w. Si

enfin h(x) et h(x') sont finis, on écrit, pour tout Ae]O, 1[ ,
(5.4) h[(1-2)x+xx"]=(-2) h(x) + 2 h(x*) .

L'inégalité (5.3) en résulte puisque tout voisinage V de x contient des points
de la forme (1 - 2) x + ) x*y, avec ) arbitrairement voisin de 0, ce qui donne

une valeur arbitrairement voisine de h(x) au second membre de (5.4).
En rapprochant (5.2) et (5.3), on voit que (5.1) peut aussi bien s'écrire :
h(x) = 1im . inf h(u)
u - X
u #F x
5.f. Terminons cette section par un résultat de ROCKAFELLAR [9] :

PROPOSITION, Si l'espace X est tonnelé, une fonction fer(X) est continue en

tout point interne de dom f.

En effet, pour simplifier 1l°écriture, supposonsifaite une translation amenant
ce point interne & 1l'origine 0 de X. Le cas f = Wy étant trivial, on suppose
£(0)eR., Soit un réel k > f(0) ; 1l'ensemble

C = {xeX : f(x) =k} cdom f

est convexe fermé. En outre il est absorbant ; en effet, O étant point interne
de dom f  la restriction de f a chaque droite passant par O est une fonc-

tion convexe, finie au voisinage de O dans cet espace de dimension 1, donc con-
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tinue en O, de sorte que O est point interne de C. Par suite l'ensemble
Cn -C est un tonneau dans X; donc un voisinage de O, sur lequel f est majo-

rée par k ¢ d'aprées le § 5,a., cela montre la continuité de f en O.

REMARQUE. On voit que si X est tonnelé et si fer(X), tout point interne de
dom f est intérieur (et réciproquement bien sfir). En particulier, dans un espace
tonnelé, 1l'intérieur dun ensemble convexe fermé coincide avec 1'ensemble des points

internes de cet ensemble (ou <intérieur algébriques).
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6. FONCTION POLATRE D'UNE
FONCTION NUMERIQUE

6.2, Dans toute la suite on note X et Y un couple d’espaces vectoriels sur le

corps R, mis en dualité par une forme bilinéaire <.,.> ;3 selon la terminologie

de BOURBAKI [1], cela signifie que les axiomes de séparation suivants sont vérifiés

- pour tout x non nul dans X, il existe yeY tel que < x,¥ > #0 s

- pour tout y non nul dans Y, il existe xeX tel que < X,y > #£0,

Certains des résultats ultérieurs seront dfailleurs valables sans ces hypo-

theses de séparation.

Une topologie localement convexe sur X (resp. sur Y) est dite compatible

avec la dualité si, pour cette topologie, l'ensemble des formes linéaires continues

est constitué par les fonctions x = < x,¥ > 5 yeY (resp. les fonctions
¥y o < XY > 5 x€X). Les axiomes de séparation ci-dessus impliquent, d’unc part,
qu'une telle topologie cst séparée, d*autre part que chaque forme lindaire continue

est représenta.le de la sorte d°une secule maniere.

L'exemple le plus usuel d'espaces vectoriels en dualité est obtenu en prenant
pour X un espace vectoriel muni_a priori d'une topologie localement convexe sé-

parée et pour Y son dual topologique.

Dfune maniére générale, la topologie faible sur X, notée o(X,Y) (topologie

de la convergencec simple si X est interprété comme ensemble de fonctions numéri-
ques sur Y), est la moins fine des topologie (localement convexes) sur X qui

sont compatibles avec la dualité. La topologie de Mackey sur X; notée (X,Y)

(topologie de la convergence uniforme dans les parties de Y qui sont convexes et

compactes pour o(Y,X)), est la plus fine.

Rappelons aussi que les parties bornées de X (resp. Y) sont les mémes pour

toutes les topologies compatibles avec la dualité., A la dualité entre X et Y

on rattachera donc encore la topologie forte, par exemple sur X, notée p(X,Y) :

c'est la topologie (localement convexe, séparée) de la convergence uniforme dans
les parties bornées de Y. Visiblement p(X,Y) est plus fine que la topologie de
Mackey +(X,Y) ; elle est donc compatible avec la dualité seulement si elle coin-

cide avec 1(X,Y). Le cas réflexif est celui ol on 2 simultanément

) B(XsY) = T(X9Y) et 8<Y9X) = T(st) .
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6.b. Les fonctions affines continues, par exemple sur X, s'écrivent sous la forme

(6.1) X+o <Xy >=T

avec yeY et reR (on dira que y est la pente de la fonction affine) : ces fonc-
tions sont les mémes pour toutes les topologies compatibles avec la dualité. Par
suite (Cf, § 5.c.) l'ensemble fonctionnel T(X) (gesp. r'(Y)) est le méme pour tou-

tes ces topologies 3 on peut dire qu®il s%agit 1& dune notion <duologiquey» plutédt

que topologique.

Soit heRt s la fonction affine continue écrite en (6.1) est une minorante de

h si et seulement si

(6.2) r=sup [ <x7y >~ h(x)] .
xeX

Cela conduit & s'intéresser & la fonction définie sur 1l'ecspace Y par le second

membre de (6.2) :

DE'}FINITION° Pour toute fonection h€RX9 on_appelle fonction polaire de h, la fonc-

tion notée h*9 définie pour tout yeY par

(6.3) h*(y) = sup [ < x,7y > - h(x)] &
xeX

Diaprés (6.2), h posséde des minorantes affines continues si la fonction h*
n'est pas la constante oy =t e (cette dernidre éventualité survient, notamment,

si h prend la valeur - o quelque part dans X).
h* prend quelque part la valeur - » si et seulement si h est la constante

wy = + o 3 alors n¥ est la constante _Qy = - o,

Pour la construction du sup dans (6.3), on peut évidemment négliger les va-
leurs de xeX telles que h(x) = + » ; la fonction h* est donc une enveloppe su-

périeure de fonctions affines continues sur Y : elle appartient & 1(Y).

6.c. EXEMPLE, Soit A wune partie quelconque de X 3 prenons pour h 1la fonction

indicatrice 4y 3 alors (6.3) se réduit a

() = sup < x5 > .
x€eA

La fonction ¢X est connue sous le nom, assez impropre, de fonction d'appui de
l'ensemble A, CYest une fonction convexe ot s.c.i. (puisqu'appartenant a 7(Y)),

positivement homogéne. Un demi-espace fermé dans X

{xeX ¢ < x,y > - r = 0}
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(avec y # 0) contient 1l'cnsemble A si et sculement si 1la fonction affine

<.y >=rT mnore 4y, , clest-d-dirc, d'aprds (6.2),

(6.4) r= wz(y)

L'égalité dans (6.4) signifie que le demi-espace en question est minimal dans 1l'cn-
semble, ordomné par l'inclusion < , des demi-espaces fermés contenant A : ccla

n'implique nullement que 1l'hyperplan frontiere de ce demi-espace soit un hyperplan
d'appui (Cf. § 13.b.) de 1l'enserble A c'est-t-dire contienne un point de cet en-
semble (noter, toutefois, le cas oi A est un ensemble compact pour une des topo-

logies compatibles avec la dualité).
Remarquer d'ailleurs que

{yeY : wz(y) =1} = {yeY : < x;y > =1 , ¥ xeA)

est 1l'ensemble polaire A° de A, Cependant wz nest pas en général la jauge de

A° (Cf. § 2.1) car ce n'est pas nécessaircment une fonction = O. D'aprés (2.8),

cette jauge s'écrit

(6.5) J(y) = inf {ke]0 , + o[ : ¢Z (% y) =1}
= inf {ke]O , + o[ : ¢X (y) =k}
|0 si y3(y) =0

73(y) si ¢X(y) =0

i

max {\'JX(V) s 0}

6.d. La r-régularisée de h (Cf. § 5.c.) est 1l'enveloppe supérieurc des minorantes
affines continues de h, c'est-d-dire des fonctions x & < x,y > - r avec, selon

(6.2),
(6.5) r = h*(y)

4

Pour la construction de cette enveloppe supéricurc on peut évidemment retenir seu-

lement celles de ces minorantes qui sont maximales, c'est-2~dire qui vérifient 1°é-
galité dans (6.5) (au moins si h* ne prend pas la valeur - ). Donc la r-régu-

larisée de h est la fonction

x~ sup [ <xy>-h(y)]
h*(y)eR

=sup [ < x,5y > - h*(y)] -
yeY
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(On a signalé au § 6.b. que, si h* prend quelque part la valeur - w, alors
h* = - oy et h=+ uyfF(X) 3 l'expression ci-dessus reste donc valable pour la

r-régularisée de h)

La T-régularisée de h est la fonction polaire de sa fonction polaire h*,

ce qui justifie la notation h** déja employée dans la section 5.

Il n'y a pas d'inconvénient & noter de la méme manidre par * 1le passage
d'un élément de EX & sa fonction polaire (ce qui est une application de ﬁX dans

r(Y)) et le passage d'un élément de R & sa fonction polaire (ce qui est une

application de §¥ dans T(X)).
La r-régularisée h* Stant 1%enveloppe supérieure des minorantes affines

continues de h, il est clair quune fonction affine continue minore h si et
s q

seulement si elle minore h**, Il en résulte que h et h** ont méme fonction
polaire :
(6.6) h*** = h*

En particulier (Cf. § 6.c.) une partie A de X et son enveloppe convexe

fermée (fermée pour n'importe quelle topologie compatible avec la dualité) ont la

méme fonction d‘appui.

6.e. Visiblement si h, et h, sont deux fonctions numériques sur X, on a 1%im-
plication
> *
(6-7) h1§h2=>h1§h2.
Plus généralement, si (hi) s iel est une famille quelconque de fonctions, l'en-
veloppe inférieure inf h, a pour fonction polaire
iel
sup [ < X,y > - inf hi(x)]
xeX iel

=sup sup [ < X,y > = hi(X)] .

xeX el
C'est-a-dire que
(6.8) (inf h.)* = sup h¥ .
. i . i
iel iel

Par contre, des exemples simples permettent de voir quey méme pour une famille

finie; on peut seulement affirmer 1'inégalité

(6.9) (sup h.)* = inf h; .

ieI T ieI
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6,f. Si oe€eR est une constante non nulle et helRX9 considérons la fonction, notée
he o, composée de h avec l'homothétic (0,05) 3

(h 6 ) (x) = h(~ x)

Alors

(h o &)*(y) = sup [ < x,7 > = h(s x)]
xeX

et, conme x parcourt X entier lorsque x' =~ x parcourt X,

(ho)(y) = sup [+ <x'yy>-nhx)]=nCEy
x'e¢Xx © o

clest-d=dire

(6.10) (h o o)* = b* 271-

o

Ce résultat doit &tre bien distingué des suivants 3 Si ) est une constante

réelle strictement positive, la fonction )h a pour fonction polaire :

(h)*(y)

1

sup [ < x,¥ > - Ah(x)]
xeX

I

A sup [ < xg% ¥y > - h(x)]
x€X

* 1
A BT (S )
c'est-d~-dire, avec la notation du § 3.f.,
(6.11) (ah)* = n* 2

Par un calcul semblabley on trouve

(6.12) (hn)* = (0™

CONSEQUENCE ¢ Si h est positivement homogéne on a h) = h pour tout (eJO , of 5
donc, d'apres (6.12),

Ah*) = n*

Les seules valeurs dans R qui soient invariantes pour la multiplication par un
A»> 0, différent de 1, sont Oy, + © et = o. La valeur ~ = n'est prise que
par h* = - oy s correspondant au cas trivial h = wy 5 on voit donc que si

h # Wy est positivement homogéne, sa fonction polaire ne prend que les valeurs 0

et + o 2 c'est la fonction indicatrice d’une partie de Y.

De méme (6.11) montre que si h est une fomction indicatrice, n* est positi-

vement homogéne : on 1'a déja vu au § b.c.



J.J. Moreau, Fonctionnelles convexes. 6.g,h. 37

6.g. Soit heﬁ et aeX ; on note usuellegent Tah la fonction translatée de h:
x ~» h(x -~ a)

Soit en outre o€R wune constante qui va définir une translation dans R j; 1la fonc-

tion o + Tah a pour fonction polaire

sup [ < X35 > = hi(x = a) = o]
xeX

ou, comme x décrit X entier lorsque x' = x - a déerit X,

sup [ < x* + a,§ > = h(x") = o]
x'e¢A

=h"(y) + <2,y > =0 .
Bref :
(6.13) (Q+Tah)*=h*+<a,o>-cy

La translation d'une fonction numérique (dans X et dans R) se traduit donc par

1'addition d'une fonction affine continue & sa fonction polaire, ce qui nous servira

souvent pour <ramener & l'originey un point au voisinage duquel on procéde & une

étude locale.,
De fagon analogue, si beY et peR; on trouve

(6.14) (h+ < .5b>=e)* =g+ T (0%)

6.h. On considére maintenant 1'inf-convolution de deux fonctions numériques quel-
conques h et h' sur X @

(h v h*)(x)

+o

inf [h(u)
ueX

h'(x -~ u)]

4o

inf [h(u)
ueX

(1,0 ()]

La fonction polaire s®écrit :

+ .

sup [ < X,y > - inf [h(w) (Tuh°)(x)]]

xeX ueX

(h v h*)*(y)

1

sup sup [ < x,y > - [h(u) + (Tuh°)(x)]]
xeX ueX

ou, en intervertissant les sup et en invoquant la transmutation de + en + par
symétrie, puis (2.5) et (6.13),
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(h v b*)"(y)

sup [~ h(u) + sup [ < x,5y > = (T h*)(x)]1]
ueX ° xeX v

= sup [- h(w)
ueX

.t

(T_h")*(y)]

= sup [~ h(w)
ueX

-+

h*(y) + < u,y > ]

=" (y) + sup [ <u,y > - h(w)] .
uveX

Bref ¢
(6.15) (h ¢ h*)* = h* + h**

EXEMPLE. Si on prend pour h et h' les fonctions indicatrices dec deux parties

A et A" de X; on trouve, puisque Iy 7 Upo est la fonction indicatrice de
l'ensemble A + A® (Cf. § 3.b.), que la fonction d'appui de A + A* (Cf, § 6.c.)
est la somme des fonctions dfappui de A et A' (vérification directe d'ailleurs
facile).

6.,i, La donné~ sur X d'un préordre noté < compatible avec la structure addi-
g 5 mp

tive de cet espace, équivaut & la donnée d°une partie S ; contenant 1'origine et

stable pour 1l%addition :

(6.16) X 4g X' ® xfex g O

On voit comme au § 3.h. quune fonction heﬁx est décroissante pour ce préordre si

et seulement si
(6.17) hgi=h
La fonction g elle-méne, est visiblement décroissante; donc
Ig V Ig = Vg
ce qui, par (6.15), donne
245 = 13

Donc W; ne prend que les valeurs 0 et + o (la valeur =- o est exclue puis-

que; S n'étant pas vide, la fonction nfest pas wy ) ¢ c'est la fonction

¥s
indicatrice d'une partiec Q de Y qui, d'aprés le § 6.c.; est lensemble polaire

de S. D'aprés ce méme paragraphe, ¢g = g est positivement homogéne, donc Q

est un ¢bne convexe fermé dans Y.
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Si h est décroissante pour le préordre <g s (6.15) et (6.17) donnent
* o4y = h¥*
h™ + ¥ h

Laissant & part le cas h = wy qui est le seul permettant & h* de prendre la va-
leur =~ o, on voit donc que y¢Q entratne h*(y) = + oy, ce qui s'énonce
(Cf. MOREAU [87) :

PROPOSITION, Si hsﬁx (différente de wx) est décroissante pour le préordre (6.16),
1'ensemble dom h* est contenu dans le cdne convexe fermé Q, ensemble polaire
de S.

Puisque wg = g est une fonction indicatrice, ¢§*9 fonction indicatrice de
1'enveloppe convexe fermée P de S, est positivement homogéne : cette enveloppe

P est donc un céne convexe fermé, & savoir le cdne polaire de Q.

P={xeX : <x,y>=0, ¥ yeQ}
(et vice versa ¢ Q est le cbne polaire de P). On peut alors formuler

RECIPROQUE, Si dom h* ¢ Q, la r-régularisde h** de la fonction h est décrois-

sante pour le préordre <q ct_méme pour le préordre <moins fort> ou «plus fin>

(compatible avec la structure d'espace vectoriel), noté <? 5
X < x' dgf x'-x € P,
En effet si dom h* = Q, on a

(6.18) h*(x) = sup [ < x,5y > = h*(y)7] .
yeQ

Soient x et x' tels que x <p x'y c'est-d-dire x" - x€P, puisque Q est le

cbne polaire de P on a 1l'implication
VEQ »<x,y>= < x5y >
s<x,y>- h¥(y) = < x*,y > - b¥(y)
done, d'apres (6.18),
B (x) 2 BH(x)

COROLLAIRE. Si une fonction heﬁx est décroissante pour le préordre <y 5 52

r-régularisée h*”  est décroissante pour le préordre plus fin < - En particu-

lier, si her(X), (c'est-&-dire h = h*)  la décroissance pour <g est équiva-

lente & la décroissance pour < -
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2. CONTINUITES ET DUALITE

7.a, PROPOSITION, Soit € une topologie d'e.v.t. sur 1l'espace X (non nécessaire-

ment _compatible avec la dualité). Si une fonction heﬁx est finie et € -semi-conti-

nue supérieurement & 1%origine de X (ou, plus généralement. majorée sur un $-voi-

sinage de 0), 1l'ensemble
h* = (p) = {yeY : b¥(y) = o}

est, pour tout peR;, une partie de Y équicontinue pour la Topologie 4 .

En effety, soit V, qu'on pourra toujours supposer équilibré, un Tg-voisinage

de zéro dans X, Si h est majorée sur V par o€R, on a

h§0’+d!v

d'ou, le passage aux fonctions polaires inversant 1l'ordre,

h*?—o\/‘f'ﬂ;;

et par suite,
B 5 () oy T o ta).

Comme la fonction ¢§ est positivement homogene, 1l'ensemble @3 = (p + ) est,
pour p+ o > O, homothétique de 1'ensemble w§ (1) 1lequel (Cf. § 6.c.) est 1l'en-

semble polaire V° de V. Cet ensemble est donc 6 -équicontinu et par suite aussi

n F (p) pour tout peR (puisque h* = (p) décrort avec o).

En invoquant la régle de translation du § 6.g., on en tire :

GENﬁRALISATION. Si hERX est majorée sur un ﬁ-nmﬁsinage du point a€X, la_ <sec-
tion oblique®

(h*- < a,. > ) = (p) = {ye¥ : b*(y) - < a,5 > = o}

est, pour tout peR, une partie‘%-éguicontinue de Y,

7.b. D'aprés la définition de la topologie forte @(X,Y) (Cf., § 6.a.) une partie
de Y qui est équicontinue pour cette topologie est bornée (pour les topologies sur
Y compatibles avec la dualité) 5 donc (Cf. ROCKAFELLAR [91) :

COROLLATRE, Si heR™ est majorée sur un voisinage fort de aeX, 1‘ensemble

(h*- < 3-90 >) § (p)

est, pour tout peRy une partie bornée de Y .
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7.c. Si ‘é est une topologie sur X compatible avec la dualité, il est connu

qu'une partie 7 -8quicontinue de Y est faiblement relativement compacte. Comme
n*er(Y) 1les sections obliques de h* sont faiblement fermées : si elles sont
£.équicontinues, elles sont faiblement compactes et méme (Cf. BOURBAKI [17,

Chap. III, § 5, proposition 5) compactes pour la topologie de la convergence uni=
forme dans les parties @-précompactes de X. Donc (Cf. MOREAU [13] :

COROLLAIRE. Si € est une topologie (localement convexe) sur 1l'espace X compati-

ble avec la dualité et si heﬁx est majorde sur un €-voisinage du point aeX,

1’ensemble (h*- <a,. >) = (p) est, pour tout p€R, une partie faiblement compacte

de Y et méme compacte pour la topologie de la convergence uniforme dans les par-

ties f-précompactes de X (laguelle induit sur cet ensemble la méme topologie

gue G(YQX))°

7.d. Prenons enfin pour € 1a topologie faible o(X,Y). L'ensemble polaire d'un
g-voisinage équilibré de 1l'origine est contenu dans 1l'enveloppe convexe dun en-
p

semble fini de points ; c'est donc un enserble de dimension finie j; on va en tirer:

COROLLAIRE. Si hcﬁx est majorée sur un voisinage faible de a€X, il existe dans

Y une variété lindaire I de dimension finie hors de laguelle h* prend la va-

leur + o (autrement dit dom h* est un ensemble de dimension finie) et, dans

L, l'ensemble (h*- < a,. >)§ (p) est borné pour tout peR.

En effet, par la rdgle de translation (6.13), on peut se ramener au cas a=0
sans modifier dom h*, Laissant de c&té le cas trivial ou h* = by s on voit par
la proposition 7.a. que 1l'hypothése implique 1'existence d'un réel o, > inf h*
tel que 1'ensemble n* = (p;) soit de dimension finie, donc contenu dans une va-

riété lindaire L de dimension finie, D'abord :
P§p1=>hx§(p)ch*§(pl)cL
D'autre part il existe y_  tel que
h* (;Yo) =P, <
(évidemment yo€L). Soit p > p 3 il existe o, et o dans ]O,1[, avec
o *to= 1, tels que

1 T Qg Po T ap o

La convexité de h™ fournit les implications
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yeb* T (o) = (o, v+ ay)

HiA

o, hw(yo) + o h*(y)

1A

o, Po Tap=p
=, ¥, t ayeh* = (py)

h* = (pl) 9

+

= oy - ¥, )e-y,
d'ou 1l'inclusion
BE () cy, 2 -y, 0 E ()]
Liensemble du second membre est déduit de h™ = (po) c L par une homothétie de cen-

tre y €L ; donc n* = (o) c L. Cela donne la conclusion :

domhx =U h* = () c L.
o€R

L'ensemble (h* -« < a,. > ) = (p) est borné, puisque faiblement compact, en

vertu du corollaire 7.c.

7.e. PROPOSITION, Si la fonction numérigue h est finie et uniformément continue

sur X pour la topologie €, l'ensemble dom h* est une partie €-égquicontinue
de Y.

En effet, si h est uniformément continue, il existe V, équilibré, €-voisi-

nage de 0 dans X, tel que
(7.1) x - x"€V = |h(x) - h(x")| < 1.

Le polaire Vv’ de V est une partie é-équicontinue de T. ©Scit y{Vo ¢ il exis-
te aeV tel que < ayy > > 1. Soit nell ; en invoquant n fois 1'implication
(7.1), on obtient

h{na) = h(0) + n,
tandis que, en posant < a,y >=1+¢, on a
< na, y>=n++ne

Quel que soit reR, on voit, en chcisissant n assez grand, que la fonction affine

continue < .,y > - r ne minore pas h, donc que h*(y) > r. Cela prouve
h*(Y> =+ o

c'est-ai-dire
dom h* CZVO,

ce qui démontre la proposition.
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Comme dans les paragraphes précédents on tirera des corollaires utiles de
cette proposition en prenant pour & soit 1la topologie forte; soit la topologie

de Mackey, soit la topologie faible.

7. £f. & titre d'illustration, utilisons le corollaire 7.c. pour retrouver des ré-
sultats de FAN [1] :

PROPOSITION, Soit B une partie faiblement fermée de Y. Si 1'ensemble polaire

0 . ’, I3 » - -
B a un intérieur non vide pour une topologie €& sur X compatible avec la dua-

1ité (donc a fortiori pour la topologie de Mackey (X,Y)), l'ensemble B est

complet et localement compact pour la topologie faible o(Y,X). Si de plus le

. s <] . P .
r-intérieur de B~ contient un u tel que la forme linéaire < u,. > soit bornée

sur By alors B est faiblement compact.

En effet (Cf, § 6.c.) ona B° = wﬁ = (1). Donec si a est un point intérieur
de B° pour une topologie% compatible avec la dualité, la fonction wg se
trouve majorée sur un %-Voisinage de ce point. Le corollaire 7.d. affirme alors

que, pour tout p€R, llensemble ({¥* - < a,. > ) = (o) est faiblement compact.
pehiy g s P

wﬁ* est la fonction indicatrice de 1l'ensemble B', enveloppe convexe fermée
de Bj; comme B est g-fermé dans B' il suffit de prouver que B® est o-loca-
lement compact et g-complet. On suppose a # O, sans quoi B' est owcompact et

les conclusions immédiates (c'est d'ailleurs précisément le cas de Alaoglu~-Bourbaki)

Soit yeB' ;3 si onprend p> - < a,y > l'ensemble (¢B, m<cay.>) T (p)s
qui est g-compact, est un og-voisinage de y dans B' , dfou la g-compacité locale
de B*' (qui est méme la réunion dénombrable des ensembles o-compacts obtenus pour
pell) .

Soit % wun g-filtre de Cauchy dans B'. Puisque l'ensemble < a,. > < (1)

est un g-voisinage de 0 dans Y, 1l existe Ue¥F tel que
yeU , y'el = <a,y' =y > < 1
clested-dire, en fixant y' dans U,
yeU = - < a7 > < 1 2 <a,y® >

Donc U est contenu dans l'ensemble cg-compact (WB' - < ag. > ) F1-< a,y" > ).
Par suite la trace du filtre ¥ sur U est un filtre convergent ; cela montre la

convergence de F.

. N « 2 s . . N o ,
Enfin si la forme linéaire < uy, > (avec u intérieur &4 B ) est bornée

sur B par reR, elle 1%est aussi sur B'. Alors B' est identique & 1'ensemble
O-COIHPaCt (I'JBQ - < asu > ) § (B)o
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REMARQUE. On améliore un peu le résultat de FAN en remarquant, comme au § 7.C.s
quion peut remplacer dans ce qui précéde la topologie faible o(Y¥,X) (et la struc-
ture uniforme corrrespondante) par la topologie (et la structureuniforme) de la

convergence uniforme dans les parties € _rolativement compactes de X,

7.g. Voici une autre application du corollaire 7.c. :

PROPOSITION. Soient h et h' deux fonctions numériques faiblement s.c.i. sur ¥;

supposons qu’il existe a€X en lequel les fonctions polaires h* ot h* prennent

des valeurs finies, ltune d'elles (soit h* par exemple) étant continue en ce point

pour une topologie € compatible avec la dualité. Alors la fenction h ¢ h' est

faiblement s.c.i. sur Y et cette mf-convolution est exacte,(Cf. proposition 4.e.).

En effet, puisque les valeurs h*(a) et h'*(a) sont finies, les fonctions
affines continues < ay. > - h*(a) et < ay;. > - h'*(a) sont des minorantes de
h et h® respectivement. Donc les fonctions faiblement s.c.i. h - < az,. > et
h' = < ay. > sont bornées inférieurement, En outre la premiére est minorée par la

fonction h** = < a,. > laquelle est faiblement inf-compacte en vertu du corollaire

7.c. 3 donc h - < ay. > est elle-méme faiblement inf-compacte., La proposition
b,e. montre alors que la fonction (h - <ay,. >) v (h' = < a,. > ) est faiblement

s.c.i, et que cette inf-convolution est exacte. Or
[(h =< a;.>) valh' =< a,. >)] (y)

= inf [h(u) - < au > + h*'(u') - < asu’s J
u+u® =y

-<ay>+ inf  Th(u) ¥+ h'(u")]
u+u® =y

On reconnait dans le dernier <inf» 1%inf-convolution (h ¢ h*)(y) : cela montre
que cette inf-convolution est, elle aus8i, exacte et définit une fonction de ¥y

faiblement s.c.i..
On peut en tirer un autre rémultat de FAN rij :

COROLLATRE, Soient B et B' deux ensembles faiblement fermés dans Y, Si 1'in-

térieur de 1'ensemble polaire B® (pour une topologie sur X compatible avec la

dualité) rencontre 1'ensemble polaire B'° 1'ensemble B + B! est faiblement

fermé dans Y.

En effet il suffit d'appliquer la proposition précédente aux fonctions indi-

catrices vg et ¢g. pulsque ¥B+B* T B V ype-
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8. FONCTIONS DUALES

8.2, X et Y désignent, comme précédemment, deux espaces vectoriels sur le corps

R, mis en dualité par la forme bilinéaire < .,. > .

- +
Une fonction feRX appartient & T(X) si et seulement si f = f * (et §6.2)

futrement dit encore, si on suppose & priori que fer(X) et ger(Y), on a 1%équi-
valence

f=g*@f*=go

DEFINITION, On dit que deux fonctions fe‘lRX et geffiY constituent une paire de

fonctions duales (ou que chacune est la duale de 1'autre) si chacune est la fonc-

tion polaire de 1l'autre 3 alors fer(X) et ger(Y).

La polarité définit de la sorte une correspondance bijective entre r(X) et
r(Y). Comme dfailleurs la constante wg =+ e a pour fonction polaire wy = -
(et de méme: wY* = - ""X) la correspondance est aussi bijective entre ro(X) et
n(D) (Cf. 8. 5.e).

Exemple ¢ Si A est une partie convexe fermée non vide de X, 1la fonction indica-

trice appartient & T_(X). Sa duale est la fonction d'appuil ¢, de A

¥
A A
(Cf, § 6.c.). Le cas ou A contient 1°origine sera examiné plus compldtement au

§ 14,a,

En particulier pour tout aeX; 1la fonction by s fonction indicatrice de
l'ensemble faly a pour duale la forme linéaire < ay;. >.
Un autre cas particulier usuel est obtenu en prenant deux cénes convexes fer-

mws PcX et Qc Y mutuellement polaires, c'est-a-dire que

Q="IyeY ¢ <x,9y> =0, V xeP}
et vice versa. Alors tp et ﬂ;Q sont des fonctions duales,
8,b, Soient o et R dans R ¢ on vérifiera 1'équivalence
(8.1) atp=0e0z-R .

La définition des fonctions polaires montre que, si fer(X) et ger(Y) sont
deux fonctions duales, on a, pour tout xeX et tout ye¥,
g(y) = < x,57 > - £(x) .
¢c'est-d-dire en invoquant (8.1),
(8.2) £(x) ¥ g(y) = < x,5 > 5
le signe + équivaut d'ailleurs & + si fero(X) (soit aussi bien ger (Y)),
o]

Plus généralement (Cf. MOREAU [17] deux fonctions Feﬂ-%x et Ge[ﬁY sont dites

sur-duales si 1'indgalité F(x) + G(y) = < X,y > est vérifide pour tout xeX et
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tout yeY. Par (8.1), cela équivaut & 1'inégalité F =z G"k9 elle méme équivalente
8 G= F.}r ¢ chacune des deux fonctions majore la fonction polaire de 1'autre, Vi-
siblement alors :

Dans 1'ensemble des couples de fgonctions sur-duales, ordonné par 1%crdre na-

turel de l.F.iX X TRY, un _couple (fsg) est un élément minimal si et seulement si

f et g sont des fonctions duales.

En un autre langage une inégalité de la forme (8.2), affirmée pour tout xeX et
tout ye€Y, est <non améliorable>» si et seulement si f et g sont deux fonctions

duales.

La notion suivante prendra toute son importance dans la section 10 :

DEFINITION. Les points xeX et yeY sont dits conjugués par rapport au couple

de fonctions duales f et g si on a 1'égalité dans (8.2); cela exige visiblement

que les valeurs f(x) ot g(y) soient finies, de sorte gque 1'égalité s'écrit de

facon éguivalente ¢

(8.3) £(x) + g(y) = <x,5 > .

EXEMPLE, Soit A wune partie convexe fermée de X ; 1les points x et y sont con-
jugués par rapport aux fonctions duales ty et A* si et seulement si le demi

espace fermé (minimal parmi ceux qui contiemnent A)

1A

fueX @ <u,y> - QIA*(y) 0}

est un demi-espace d'appui de A au point x c'est-d-dire si 1'hyperplan frontiére

de ce demi-espace rencontre A au moins au point x .

8c., La correspondance entre feT(X) et sa duale g = tYer(Y)  étant bijective,
les régles de calcul données dans la section 6 pour les fonctions polaires se con-

densent en un «dictionnaires d'équivalence entre propriétés respectives ou trans-

formations de ces deux fonctions. La symétrie compléte des réles joués par les deux
espaces X et Y permet dfailleurs d'abréger un tel dictionnaire ; par exemple,
§'i1 est posé & priori que her(X), 1les identités (6.13) et (6.14) sont symétri-

ques 1%une de 1'autre.

Dans ce qui suit f, f* ,... désignent des éléments de T(X) ;5 g5 &'s50.-

sont leurs fonctions duales respectives, éléments de T(Y).
1°) La définition de f* donne immédiatement

(8.4) g(0)= .inf f(x)
xeX
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Donc f est minorée si et seulement si g est finie & 1'origine.

2°) Le § 6.e. montre que
(8.5) f=f'egzg'

Plus généralement, soit # une partie quelconque de T(X) .et soit %c m™Y) son
image par la dualité, Le plus petit majorant Vv ¥, c'est-d-dire simplement 1°’enve-
loppe supérieure (ou sup dans &X ; cf. § 5.c.) des fe¥%, a pour duale le plus
grand minorant A ﬁ, c'est-d~dire la r-régularisée de 1l'enveloppe inférieure des
geg.

3°) Si oeR est une constante non nulle, (6.10) donne

(8.6)

fetecep-gal

4o) si %€]0, + o[ est une constante, (6.11) ou (6.12) donnent (Cf. notation
du § 3.f.) ¢

(8.7) - =2 g =1).

Comme au § 6.f.;, on en tire que fero(X) est positivement homogéne si et seulement

si g est la fonction indicatrice d'une partie convexe fermée non vide de Y.

5°) si aeX et peR, (6.13) donne la régle de translation :

(8.8) £(x) = o + f(x-2) ® g'(y) = gly) + <2,y > -0 .
6°) Les résultats du § 6.i. prennent, dans le cadre présent, la forme suivante

On consideére S, partie de X stable pour l'addition et contenant 1'origine j;
1'enveloppe convexe fermée de S est un cbne convexe noté P ; soit Q le cdne

polaire de P, On définit le préordre <5 et le préordre moins fort <p bpar

b4 <S x*ex - x¢ S

X <P x' ex' - xe P
La décroissance de f pour le préordre <S est équivalente & sa déeroissance
pour le préordre <P et équivalente & 1'inclusion dom g < Q.

7°) Nous réservons pour la section 9 l'exploitation de 1'identité (6.15) con-

cernant 1'inf-convolution.

8,d. Pour un couple de fonctions duales f et g 1'établissement d'une réciproque

de la proposition 7.a. va permettre de formuler une équivalence (Cf. MOREAU [13]):

PROPOSITION. Soit ?2 une topologie d'e.v.t. sur 1l%sspace X (non nécessairement

compatible avec la dualité). La fonction fer (X) gst finie et € -continue & 1%0-
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rigine de X (11 suffit pour cela qu‘elle soit majorée sur un E-voisinage de 0)

si et seulement s'il existe un réel p, > inf g tel gue 1'ensemble g ~ (p,) soit

une partie f—équicontinue de Y3; encecas g = (p) est f-équicontinu pour

tout p¢R.

La partie <seulement si» résulte de 7.a. Réciproquement, supposons 1l'exis-
tence de o, > inf g tel que l'ensemble g = (gl) soit ﬁuéquicontinu. I1 existe
dcncluzﬁ-voisinage équilibré de zéro dans X, notons-le V, tel que g = ()
soit contenu dans l'ensemble polaire V°, Puisque V est un ensemble absorbant
dens X, 1le polaire V° est borné dans Y (toutes les fonctions < x,. >, xeX,
sont bornées sur V°), La fonction g, appartenant a T (¥) posséde au moins une
minorante affine continue (Cf, § 5.d.), donc elle est minorée sur 1l'ensemble borné

g = (pl) ety, a_fortiori, sur tout 1l'espace Y ; posons :
(8.9) g =inf g=- fO)eR .

Il existe y_eY tel que
o, = 8y )elp 5 pl -

Puisque y €g = (Pl) c V°, 1la forme lindaire < .,y > est bornée sur V, donc
ﬁ-continue. Par suite f sera ﬁ-continue a4 1l'origine de X si est aussi é—conti—

nue la fonction
e =f-<.,yo>+ 0,
laquelle d'apres (8.8) est la duale de la fonction
y—g'(y) = elyty,) - po »
Pour cette derniére (translatée de g), on a :

g'(0) =0

1A
o

(8.10) inf g' = B - DO =

et 1%ensemble

=

C=g = (py = oo) =g~ (p) - Y, © 8 = (pl) -8 = (op)

est é-équicontinu. Cet ensemble est convexe et contient 1l'origine ; soit j sa
fonction jauge (Cf. § 2.h.). La restriction de j & toute demi-droite &, d‘ori-
gine O, est linéaire ou infinie Lors de O, tandis que la restriction de g’
est une fonction convexe unidimensionnelley; nulle en 0O 3 on en conclut que sur
le segment C n & (peut-8tre réduit au point 0) 1la fonction (g - 0,)J majore
g'; tandis qufau deld de ce segment, sur &, elle minore g'. Compte tenu de

(8,10), on voit finalement que la fonction (py = po)J + B = p, minore g' par-
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tout sur Y. La fonction duale de cette minorante, & savoir (Cf. § 6.c.) la fonc-
tion ¢y - B+ p , en appelant W la partie (py = po)(}" de X, majore donc
f. Cela signifie que f est majorée par o, -  sur l'ensemble W, lequel est

‘.voisinage de zéro, puisque C est équicontinu j donc f est {-continue a 1%-
rigine (Cf. § 5.a.).

C'est ensuite la proposition 7.a. qui montre que g = (p) est f—équicontinu
pour tout peR. (en fait; on peut le déduire directement de 1l'existence de 5, et
de la convexité de g, en renouvelant le raisonnement employé pour la démonstra-

tion du corollaire 7.d.,).

8,e, Corme au § 7.b., on en tire (Cf., ROCKAFELLAR [9])

COROLLAIRE, La fonction fer(X) est finie et continue au point a€X pour la topo-

logie forte si et seulement si, pour tout ,eR, l'ensemble (g -~ < a;. > ) = (p)

est une partie bornée de Y. I1 suffit d'ailleurs pour cela que cet ensemble soit

borné pour un o > inf (g - < a;. >).

Exemple : (cf. HORMANDER [1]). Une partie non vide A de Y est bornée si et

seulement si sa fonction d'appui Q;A*ero(Y) est continue & 1%origine (donc finie

et continue partout dans X) pour la topologie forte de X.

En effet A est borné si et seulement si il en est de m8me de son enveloppe

convexe fermée A' ; or Ypo ot ‘?’A* sont des fonctions duales.

Par un raisonnement semblable & celui du § 5.f.; le corollaire précédent cone
duit & (Cf, ROCKAFELLAR [9]) :

Une fonction fero(X) est finie et continue pour la topologie forte en un

point aeX si et seulement si a est un point interne de dom f. En particu-

lier (f = ‘!’C) si Cc X est convexe fermé (pour les topologies compatibles avec

la dualité) son intériour fort coincide avec son <«intérieur algébriqued (ensemble

des points interncs de C).

8.f. De méme (Cf. MOREAU [13] :

COROLLAIRE. Il oxistc unc topologic ‘f: (d'c.v.t. localoment convexe) sur X, come

patiblc avee la dualité, tclle que fer(X) soit finic continuc au point aeX, si

¢t_seulement si il oxiste o > inf (g - < ay. >) 1cl guc l'enscmble

=

(g = < as. >) 7 (p)

$oit une partie faibloment compacte de Y. En cc cas, pour tout peR; 1fcnsemble

(g -<ag.>) = (p) est faibloment compact (ot méme compact pour la topologic de la
tonvergence uniforme dans los parties & -précompactcs de X laquelle induit sur cct
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cnsomble la m@me topologic que ofY,X)).

Exemple ¢ Un céne convexe fermé P — X (de _sommet O) posséde un intérieur non

vide pour la topologic de Mackey (X,Y) si ot sculcmont si son cdnec polaire

Qc Y admet une base (ou semellc) faiblement compactc.

En effet P posséde un r-intérieur non vide si ct seulement si il existe
aeX en lequel la fonction Up ost finie ot r-continuc, c'est-d-dire, d’apreés le

corollaire précédenty si et sculement si les ensemblcs

(¢Q-<a9.>)§(p)=Qﬂ<a,.>%(-p)

sont faiblement compacts (car #q est la dualc de ‘I’P)‘ Si cela esty la scction

de Q par 1°hyperplan < a;. >+ o =0 (avec (> 0) est faiblement compacte et
constituc nécessaircment unc base de cc cdne. Réciproquement si un hyperplan

- écrivons le < ay0 >+ p=0 avee > 0_ coupc Q sclon un ensemble (convexe)
faiblement compact K, cet ensemblc est nécessairement une base du céne Q ; 1%en<

semble Q N < age > - (=p) est bien faiblement compact car c'est 1'enveloppe cone
vexe de K (1 {0},

On pourra utiliser les remarques ci-dessus pour établir le résultat suivant,
publié sans démonstration par DUBOVICKII, MILJUTIN [1] (en vue d'applications au

caleul des variations) :

Soit dans X _unc famille finie (i= 1,2,,..4n) dc_cdnes convexes non

vides de sommet O, ouverts (pour une topologic compatible avec la dualité) et

soit L un sous-espace vectoriel de X, Les deux assertions suivantes sont équi-

valentes ¢
I) Lﬂ(}lﬂﬁzﬂn.eﬂon=¢ ®

II) 11 existe dans Y des éléments non tous nuls b et bi (i= 1,2,...5 1)

appartenant respectivement aux cdnes polaires 1° et Q; s tels que

b = 5' bi .
i
8.g. Enfin :

COROLLAIRE, La fonction fer(X) est finie et continue au point aeX pour la to-

Rologie faible o(X,Y) si et sculement si il existe p > inf (g < a4, >) tel
Que 1%cnsemble (g - < age >) = py) soit borné et de dimension finie. En ce cas

l'ensemble dom g st de dimension finie et 1l%enscmble (g - < g0 >) (p) en

est, pour tout peR, une partie bornée. En outre, la fonction f est <cylindriques
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clest-d-dire qu’il existe dans X un_sous-espace vectoriel E, de codimension
M—-

finie, tel que

x' - x€B = f(x') = £(x)

On établit en effet la derniére assertion en appelant E 1°orthogonal du sous
espace vectoriel F, de dimension finle, engendré dans Y par dom g. D'aprés le

§ 8.c., 6°, la fonction f est décroissante pour le préordre <z défini par
x<Ex°mx° - x€E .

Comme E est un espace vectoriel ce préordre est en fait une relation d'équivalence
d'o le résultat,

Notons d'ailleurs qu'on peut raffiner un peu la conclusion, en considérant la
variété linéaire L engendrée par dom g : si elle ne contient pas O, sa dimen-
sion n sera inférieure d'une unité & celle de F. Soit F' 1le sous-espace vec-
toriel de Y, parallele &8 L, et soit E°; de codimension n, 1'orthogonal de
F?, Choisissons bel ; 1la fonction translatée y +~ g(y + b) a son domaine effec-
tif contenu dans F' de sorte que la fonction f - < .,b > est constante sur cha-

que classe mod E° (structure <cylindrique oblique> de la fonction f).

8.h. Pour un couple de fonctions duales on peut aussi, dans la voie ouverte par
ROCKAFELLAR [97], obtenir une réciproque de la proposition 7.e. et formuler une équi-

valence :

PROPOSITION. Soit ‘6 une topologie d'e.v.t. sur 1l%espace X (non nécessairement

compatible avec la dualité)., La fonction fer (X) est partout finie et uniformé-
[o]

nent_continue pour la topologie % si et seulement si dom g est une partie & squi-

continue de Y.

La partie «seulement siy résulte de la proposition 7.e. Réciproquement, si

dom g est ﬁ-équicontinu, on voit en écrivant

£f(x) = sup [ <%y > - gy) ]
yedom g

que f est 1l'enveloppe sy érieure d'une famille 'é-um‘.formément équicontinue de

fonetions affines.

8.k. Soit fero(X); solt aedom f 3 soit =xeX ; soit ) > O.

I1 résulte de la convexité de f que 1'expression

fla + 2x) - £(a)
A
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eroit avec .
Avec ROCKAFELLAR [9] on écrira

(8.11) (£0")(x) = 1lim fla + ax) - f(a)

A

)\—)+oo

fla + ax) = f(a)
N

=  sup
A>0

La fonction (positivement homogéne) f0+, appelée fonction asymptote de f, ap-

partient & T1(X) puisqu’enveloppe supérieure des

fla + ax) - f(a)a

(8.12) X 3

D'aprés le paragraphe 8.c., 4° et 5°, la fonction (8.12) a pour duale

(8.13) Ve % [f(a) + gly) ~<ayy>17].

Donc £0° a pour duale (§ 8.c.,2°) la r-régularisée de 1l’enveloppe inférieure des
fonctions (8.13) pour €0, + o[. Or f(a) + g - < 2,. > a méme domaine effectif
que g et elle est partout = O puisque sa duale f(a + .) - f(a) est nulle &

l'origine (§ 8.c., 1°). Donc 1l’enveloppe inférieure en question est la fonction ine

dicatrice de dom g.

Par analogie avec 8.c.,4°, on notera O+g la duale de fO' :

P K%
(8014) 0 g - (l]‘ dom g)

(c'est aussi la fonction indicatrice de lfadhérence de dom g).

Bref, f 0" est la fonction d’appui de 1°'ensemble convexe dom g (non fermé

en général). Cela montre que dans (8,11) le choix de aedom f est indifférent.

REMARQUE, Par la notation (8.11) l'expression (fy)(x), c'est-f-dire uf(-& x)
lorsque y > O, conserve un sens pour y = 0. La cohérence de cette écriture est

frappante dans le fait suivant :
51 fer,(X), la fonction numérique

(p,,X) (g (fp,) (x)

est s.c.i. en tout point de [0, + o x X.

En effet; cette semi-continuité est évidente en tout point de 70, + o[ x X,

puisque 1'application (y,x) - ;1; x€X est continue sur cet ensemble et que f est
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s.c.i. sur X. Pour montrer la semi-continuité inférieure au point (0, x ), con-
[+]

. -+ « as
sidérons o < (£0 )(Xo);, clest-a-dire
a<sup { <x57 > ¢ gly) <+ o}
Mors il existe y,eY tel que g(yo) =p<+o et que
a=<X ¥, >=-1 5 N>0,

la fonction affine <« oY, > = B étant une minorante de f, a, pour tout , > O

1%

1
(fp,)(x) = p,f(';; x) < XY, > = uh o
Il existe un voisinage V de x_  dans X tel que

x€V = < Xy, > > <xo,yo>_g-;

en outre
pel O, 2[g] [:"‘UJB>"321 .
Done, par addition,

(p,gx)G[Og EI'!E[ x V= (fLL)(X) > < Xy yo >=-TN = .

8.4. L'enveloppe supérieure h, des fonctions positivement homogénes de degré 1,
minorant une fonction quelconque heRX est la plus grande minorante de h qui

soit positivement homogéne de degré 1 : appelons-la enveloppe conique de h (car

1'épigraphe d'une telle fonction dans 1l%espace vectoriel X x R est un céne). Cette
enveloppe conique peut é&tre la constante - ¢ = = w, La P-régularisée h’c“'* est
la plus grande minorante de h qui appartienne & [(X) et soit positivement homo-
gene de degré 1. On peut la construire comme enveloppe supérieure des formes liné-
aires continues minorant h. D'aprés (6.5), la forme lindaire < .,y > minore h

sl et seulement si
W*(y) =0 .
Done
(8,15) W (x) = sup { < x,y > : yeh® T(0) }

¢'est-d-~dire que h’é* est la fonction d'appui de 1'ensemble h' E(O),

Une fonction meR: est <coniquey (c'est-d-dire positivement homogénede degré 1)
% et seulement si , pour tout ;, >0, ona my=mn (Cf. § 3.f.). Bn outre, pour

thaque p > O on a 1'équivalence

m§h®mu§hp,s
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Bref, une fonction conique m minore h si et seulement si elle minore hy, pour
cheque p > O, donc si et seulement si elle minore 1%enveloppe inférieure des hy.
(omme cette enveloppe inférieure est visiblement conique, on a

(8.16) h, = inf hy .
w>0

On vérifie que si h est convexe, 1l en est de méme de h..

La propriété suivante a été déduite par ROCKAFELLAR [9] de résultats de CHO-

QUET 1] sur les cbnes projetants et cbdnes asymptotes d’ensembles convexes fermés ;

nous en donnons une démonstration directe,

PROPOSITION, Si fer(X) et si 0 < f(0) « + » 4 1l'enveloppe conigue f, appar-

tient aussi & 1(X) ; elle cofncide donc avec f;d; fonction d’appui de ¢ £(0).

En effety, f étant 1l'enveloppe supérieure de ses minorantes affines continues,

il existe beY et > O tels que
(8.17) < ogb>+ p=1,

A fortiori la fonction <conique® < .,b > minore f, donc minore fc. Cette der-
nitére est ainsi une fonction convexe & valeurs dans ] - o, + © ] 3 1l reste &

prouver qu’elle est s.c.i.

Par (8.16), on a

(8.18) £ (x) = inf uf x)
w>0
Par ailleurs, (8.11) donne, en prenant a = Oedom f et 2 ='i s up>02:
+ . 1
(£07)(x) = lim p,[f(-; x) - £(0)]

w~—0

1
lim  uf (= x)
w=0 .

IV

inf p,f(‘j'."x).
p,>o H

Posant donc, par convention, que fy = fO+ pour y = Oy on peut écrire (8.18) sous
la forme

f (x) = inf (£3)(x)
¢ w=z0

En outre (8.17) donne

(8.19) (£u)(x) 2 < x,b >+ pp «
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Pour montrer la semi-continuité inférieure de fc au point X, 5 on prend
f{x).
o< f (x)
Considérons d°abord un voisinage V de x, dans X sur lequel la fonction

< .sb > soit bornée. Par (8.19) on construit | €70, + «[ tel que

>k xeV = (£)(x) >«

I1 suffit des lors d’établir la semi-continuité inférieure au point x pour 1la
[e]
fonction

X - inf (fu)(x)
wel0s w ]

Ory l'intervalle [O; k ] étant compact, cette semi-continuité résulte du lemme
b,e. et de la remarque du § 8.k.
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9. 1-CONVOLUTION

9.a. La dualité définissant une bijection de r(X) sur r(Y), 1la structure de
cbne convexe (r(X), +) (8 5.c.) peut &tre transportée sur r(Y), ce qui munira

cet ensemble d'une structure de céne convexe autre que (I(Y), +).
D'abord, d'aprds (8.7), la loi externe
10, + o, fer(X) w afer(X)
se transmue en la loi externe
210 + o[ 5 &er(Y) - grer(Y)

On_appellera '-convolution la loi de composition interne, notée vy, +iransmuée

de 1'addition + , c'est-a-dire gque, pour tout g et tout g' dansun Ty, on

dcrit ¢

(9.1) gye' =(g"+eg*)*

Cette loi est donc commutative, associative et satisfait, avec 1l'opération
(n,g) » g\, aux axiomes des clnes convexes ; elle admet pour élément neutre la
fonction duale de la constante O, & savoir ¢ , fonction indicatrice de 1'ori-

gine.

Cela resterait purement formel si 1%on ne possédait pas une construction di-

recte de la fonction g gy g°. Or (6.15) donne

gve' =(gveg')*

La r-convolution est la I'-régularisée de 1°*inf-convolution.

I1 est important pour les applications de formuler des cas, ot g v g’ se

trouvant appartenir & Ty, la I'-convolution est identique & 1'inf-convolution.

9.b. PROPOSITION. Soient g et g" dans r(Y) ; si l’ensemble cont g des points
de Y oi g est finie ot continue (pour une topologie compatible avec la dua;ité)

et 1'ensemble dom g' = {yeY : g"(y) < + »} sont tels que

cont g + dom g° =Y
onez gveg' =gyg’.

En effet

(9.2) (g v g')(y) = inf [gly - v) + g'(v)] .
veY
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Soit yon ; d'aprés l'hypothese il existe v tel que g”(vo) <+ o et que la

fonction g soit finie continue au point Y, = Ve Alors la fonction
v e ely - v,) + gv)

laquelle, d‘apres (9.2), est majorante de g v g', est finie continue au point Y,
ou (si g“(vo) = - ) égaled - o sur un voisinage de ce point. Donc la fonction
convexe g v g° (proposition 3.f) est majorée sur un voisinage de chaque V€Y ¢
d'aprés le § 5.a. cela montre qu'elle est partout finie et continue ou partout égalke

3 - o. Ainsi elle appartient bien & Tr(Y).

9.c. La proposition 7.g. donne immédiatement un autre cas :

PROPOSITION. Soient g et g° dans r(Y) ; s'il existe aeX en lequel les fonc-

tions duales respectives f et f' prennent des valeurs finies, 1%une d’elle étant

continue en ce point (pour une topologie compatible avec la dualité), on a

gveg =gve'

et cette inf-convolution est exacte.

Noter qu’en vertu du corollaire 8.f., 1'hypothése ci-dessus équivaut & :

g et g° appartienment 3 r_ (Y) 5 les fonctions g - <as. > et g° - < a,. >

sont bornées inférieurement et 1'une d’entre elles est inf-compacte pour la topolo=
gie faible o(Y,X). -

En particulier si geT(Y) est faiblement inf-compacte pour toutes les pentes,

clest-di=-dire si, pour tout aeX; 1la fonction g - < ag;. > est g- inf-compacte,

ona gyg'=gvg' pour tout g“ero(Y) et cette inf-convolution est exacte.

9.d. Signalons d'autres cas ou gvg' =gvg':

D'aprés des résultats de MOREAU [7], si Qc Y est un céne convexe (de sommet
0 inclus), admettant une base (faiblement) compacte et si g et €°€F°(Y) ont leurs
domaines effectifs contenus dans Q, 1la fonction g v g’ (qui a aussi son domaine
dans Q) est s.c.i., & valeurs dans ]- o, + ], donc égale & g y g'. La encore
1'inf-convolution est exacte. Rappelons dailleurs (Cf. § 8.e, 6° et § 8.f.) que
1'hypothése précédente équivaut & la décroissance des fonctions duales respectives
f et f' pour le préordre défini dans X par la céne polaire P de Q ; Q ad-
met une base faiblement compacte si et seulement si P posséde un intérieur non

vide pour une topologie compatible avec la dualité (Cf. § 8.f, exemple).

Dans la ligne des travaux de CHOQUET [1] sur les ensembles convexes faiblement
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complets (Cf. BOURBAKI [1] Chap. 1-2, 2eme édition), LESCARRET [2] a formulé aussi
un cas ou vy équivaut & ¢ . Cet auteur qualifie de saillante une fonction
EGFO(Y) dont 1'épigraphe est une partie saillante de Y x R (c'est-d-dire ne con-
tient pas de droite affine) ; il faut et suffit pour cela que la plus petite varié-
té lindaire fermée contenant dom g*¥ soit l'espace X entier. Il dit que gero(Y)
est foiblement inf-compléte si, dans 1l'e.v.t. produit Y x R (Y faible), 1°'épi-

graphe de g est un ensemble complet (par des raisonnements semblables & ceux de

la section 7, on voit qu’il suffit pour cela de l'existence de aeX et de

0> inf (g - < 2a,. > )

=

tels que 1'ensemble (g - < ay. >) = () soit complet dans Y faible). On trouve
alors que si g, et g, , appartenant & FO(Y), sont minorés par une méme fonc-

tion gosro(Y), faiblement inf-compldte et saillante, on a g Vg, =& ¥ &-
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10. SOUS-GRADIENTS

10.a., DEFINITIONS. On dit que la fonction heﬁx est sous-différentiable au point

xoeX s’il existe une fonction affine continue prenant la méme valeur qu’elle au

point x, (cela impligue h(x,)eR) et la minorant partout sur X,

Une_telle minorante peut s’écrire

Xm <X =X ¥, >*t h(xo) :

on dit qu'elle est exacte au point X, o

On dit que la <pentep y.€Y¥ de cette fonction affine est un sous-gradient de
h au point x_.

L'ensemble (éventuellement vide) des sous-gradients de h au point X, est

appelé sous-différentiel de la fonction en ce point et est noté ah(xo).

Done yoeah(xo) si et seulement si le <terme constanty h(xo) -<X5 ¥, >
de la fonction ci-dessus est fini et vérifie (6.2). Compte tenu de (8.1) et de 1la

définition de h™ cela équivaut &
+ WK =
(10.1) h(x_ ) +h (yo) ~<X,¥,>=0

(cette égalité implique en effet h(xo)eR et h*(y )eR). Le sous-différentiel
s%écrit dés lors

(10.2) ah(x,) = {ye¥ ¢ b*(y) -~ < x_, ¥ > = = h(x )}

Comme la fonction h* - < X, 5. > ost convexe et s.c.i., cela montre que ah(xo)

est une partie convexe fermée (éventuellement vide) de Y.

La T-régularisée de h** de h étant 1l'enveloppe supérieure des minorantes

affines continues de h, il est clair que
(10.3) 3h(x ) # $ = h(x ) = h**(x,)

En outre, les minorantes affines continues de h 4tant les mémes que celles
de h*¥

(10.4) h(x,) = b**(x) = 2h(x ) = 3h™Xx,)

Enfin, si on suppose y.€dh(x ), on voit par (10.1); (10.3) et (10.4) que
(o]

R (x ) + 07(,) =< x, v, >

donc, si on invoque & nouveau (10.1), en échangeant les rdles de X et Y, on
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trouve 1°implication
(10.5) y €dh(x,) = x eah*(y, )

La notion de sous-différentiel tire une bonne partie de son intérét de la re-

marque tautologique suivante ¢

La fonction hefE-tX posséde un minimum, atteint au point X, si et seulement
si 0Oedh(x,).

10,b. Dans le cas particulier oi h = fer(X), de sorte que h* = g est sa fonc-

tion dualey les faits précédents se condensent comme suit

Si f et g sont deux fonctions duales, les trois propriétés suivantes sont,
pour un couple de points xeX, yeY, équivalentes :
yedf(x)

xed3g(y)
f(x) +gy) =< xy 5y >

Autrement dit y est un sous-gradient de f au point x (et x un sous
gradient de g au point y) si et seulement si x et y sont conjugués (Cf.§
8.b.y définition) par rapport & f et g.

Notamment fero(X) présente un minimum si et seulement si la duale g est
sous-différentiable & l'origine ; 1l%ensemble des points de X ou ce minimum est
atteint est le sous-différentiel 3g(0).

10.c. Un cas usuel de sous-différentiabilité est le suivant :

PROPOSITION, Si la fonction hsﬁx est convexe et si elle est finie continue au

point XOGX (pour une topologie & compatible avec la dualité), 1’ensemble

dh(x,) est une partie faiblement compacte non vide de Y (gcet ensemble est méme

compact pour la topologie de la convergence uniforme dans les parties € relative-

ment compactes de X, laquelle induit sur lui la méme topologie gque la topologie
faible o(Y,X)).

En effet, comme on 1%a rappelé au § 5.a., l'hypothése implique que h est
finie et continue sur un ouvert contenant x_. En chaque point de cet ouvert; elle
prend donc la méme valeur que sa régularisée s.c.i., soit ﬁa Cette régularisée
est une fonction convexe qui, en vertu du § 2.f., ne peut prendre la valeur = o ;

elle appartient donc & T1(X) et cofncide ainsi (Cf. proposition 5.e.) avec la
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r-régularisée h**, Par (10.2) on obtient alors
dh(x,) = {ye¥ : b¥(y) = < x_, ¥y > = - W*(x )} .

En vertu du corollaire 7.c., la fonction h* - < Kyso > est inf-compacte pour la

topologie o(Y,X)(et aussi bien pour la topologie signalée dans 1°énoncé) donc at=
teint son <infy, & savoir

- h**(x,) = - h(x_)eR

sur un ensemble g-compact non vide.

REMARQUE. Pour prouver, sous les hypothéses de la proposition précédente, que le

sous-différentiel ah(x,) est non vide, on pourrait aussi considérer 1'épigraphe

H={(x,r)eX x R : h(x) = r}

qui constitue, dans 1'e.v.t. X x R; un ensemble convexe d’intérieur non vide.

Comme (x09 h(xo)) est un point frontiére de cet ensemble il existe classiquement

en ce point un hyperplan d’appui fermé. Et cet hyperplan est <on-verticald> puisque
h est majoré sur un voisinage de x_ ;

c'est donc le graphe d'une minorante affi-
ne continue de h, exacte au point x_.

Ce raisonnement a l'avantage d'&tre directement applicable au cas ou X n'est
pas localement convexe ; mais il ne fournit pas la compacité faible de ah(xo).
D'une fagon générale, si on se place dans un couple d'espaces vectoriels X et Y
en dualité, le corollaire 7.c. permet, assez systématiquement,; de remplacer des
raisonnements fondés sur la considération d'ouverts convexes non vides dans X
par des raisonnements fondés sur la considération d'ensembles convexes faiblement
compacts dans Y. Du point de vue de 1l%auteury ces derniers sont habituellement
plus faciles. Le lecteur pourra s’en convaincre en essayant les deux voles pour

démontrer le théorsme de DUBOVICKII-MILJUTIN (§ 8.h.) ; voir également ci-dessous,
la remarque du § 10.d.

10.d. Soient h et h"' deux fonctions numériques sur X. Soit xeX ; 1l est

clair que si h possede une minorante affine continue exacte au point x et h°
une pareille minorante exacte au point x (cela implique que ces deux fonctions
prennent leurs valeurs dans - eo; + m]), la somme de ces deux fonctions affines

continues est une minorante de h + h' ; aussi exacte au point x ; donc

(10.6) 3(h + h?)(x) o 3h(x) + 3h'(x) ,
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I1 est important pour les applications de formuler des cas ou 1l'inclusion
(10.6) est une égalité :

PROPOSITION. Si les deux fonctions numériques h et h' sont convexes sur X et

s'il existe un point xocx ou les deux fonctions prennent des valeurs finies, 1°u-
ne d'entre elles étant continue en ce point (pour une topologie d'e.v.t. sur X

donnant Y comme dual), on a

(10.7) 3(h + h")(x) = ah(x) + dh*(x)

pour tout xeX,
Vu 1l'inclusion (10.6), il suffit de montrer que tout yea(h + h*)(x) se dé-

compose en somme d'un vedh(x), d'un v°e€dh'(x). L'existence de cet y implique que

h et h' ont des valeurs finies au point x et que; pour tout ueX,
(10.8) h(u) + h'(u) =2 < u - x,5y >+ hi(x) + h*°(x) .
On suppose h continue au point x, s donc aussi la fonction
(10.9) u - h(u) - <u - x5 > - h(x)
par suite de 1'épigraphe de cette fonction
C={(u,p)eX xR ¢ h(u) - <u - x,5 > = h(x) = o}

est un ensemble convexe dont l'intérieur (O est un ouvert convexe non vide, De m&-

me, la fonction
(10.10) ur h'(u) - h*(x)
étant convexe, 1l'ensemble (déduit de 1°'épigraphe de cette fonction par une réfle-
xion dans X x R)
D= {(uyp)eX x R ¢ = h*(u) + h*(x) = p}
est convexe.

En vertu de 1'inégalité (10.8); C et D ont au plus en commun des points
frontiére. Donc D et ( sont disjoints ; il en résulte classiquement 1l'existence
d’un hyperplan fermé H qui les sépare. H sépare aussi D de 1l'adhérence de ()
donc de C, et comme la fonction (10.9) est finie continue au point x_ , 1la fonc-
tion (10.10) finie en ce méme point, cet hyperplan est <non verticaly : il est le
graphe d°une fonction affine m continue sur X. La séparation des ensembles se
traduit par

- h*'(u) + h'(x) = m(u) = h(u) - <u - x,5 > - h(x)

pour tout ueX. Les membres extrémes de cette inégalité s'annulent pour u = x.
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On en tire que la pente v’ de la fonction affine-m est un sous-gradient de h°

au point x et que y - v' un sous gradient de h en ce point. Cela achéve la

démonstration.

REMARQUE. La proposition précédente a été établie par ROCKAFELLAR [6] par un rai-
sonnement de type ci-dessus (ce qui, notons-le; ne suppose pas la topologie de X
localement convexe). A titre d'une comparaison de méthodes; illustrant la remarque
du § 10.c., voici la démonstration donnée primitivement dans MOREAU [11], pour le
cas particulier ou h et h’ sont deux fonctions f et f' appartenant a
I(X). Lfexistence de x,¢X ou f est finie continue (pour une topologie compa-
tible avec la dualité) et oi f° est finie implique, par la proposition 9.6. (ar-
gument de compacité) que la r-ccrivolution des duales respectives g et g° est

égale & leur inf-convolution ; de plus cette inf-convolution est exacte. Si
yed(f + £7)(x)
on a done, d'aprds (10.1),
(f+£)x) +(gve)y) ~<x,y>=0

Comme 1’inf-convolution est exacte, il existe v et v’ , avec v+ v®' =y, per-

mettant d%écrire cette égalité sous la forme
(10.11) f(x) + glv) = <x,v>+£9(x) + g(v*) = <x,v'>=0
Mais, d?aprés la définition des fonctions duales, on a essentiellement
f(x) +glv) ~<x,¥y>20
fr(x) + g(v') = <x,v'>20

Rapprochées de (10.11) ces deux inégalités se précisent en égalité, cest-a-dire
vedf(x) et v'edf'(x), dfou yedf(x) + 3f'(x), ce qu’il fallait démontrer.

10.e. Dans LESCARRET [27], apparait aussi un cas assurant 1'égalité (10.7). Cet au-
teur note rl(X) 1'ensemble des fero(X) dont la fonction duale est faiblement
inf-compléte et saillante (Cf. §. 9.d.). Il montre alors que si f, et f, , appar-

tenant a FO(X)9 sont minorées par une méme fonction foera(X) (cela implique que

f, et £, appartiennent elles-mémes & F1(X))9 on a pour tout xeX,

d(f, + £,)(x) = af, (x) + 3f,(x)

10.f. Soit heR" ot soit x,eX tel que h(x,)eR.

I1 est usuel de noter h'(xo,x) la dérivée de la fonction h au point X, dans
la direction définie par xeX, c'est-a-dire
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_.d
hv(xo,x) = [EK h(x, + xx)]X B~
h(x, + ) - h(x)
(10.11) = lim .
A=0, A>0 A
si cette dérivée existe.
Visiblement la fonction
(10.12) X - h"(xo,,x)9 notée ho(x)9

est alors positivement homogéne. Si h est convexe, hO est définie pour tout x

et convexe (& valeurs dans R); dans ce cas, 1l'expression écrite au second membre

de (10.11) étant fonction décroissante de 1\, on a aussi bien

h(x° + \x) - h(xo)
A

(10.13) h (x) = inf
A>0

(Cf. la notion d'enveloppe conique, § 8.4.). Comme la fonction

h(x_ + ) - h(xo)

X & N (A»>0)

a pour fonction polaire ( § 6.f,g.)
1
(10.14) yr 5 [h(x) +0%(0) - < x5 > 17,

le <«sup> de ces fonctions polaires fournit, d’aprés (6.8) et (10.13), la fonction
polaire de h,. Daprés la définition de h*, 1’expression (10.14) est = O pour

tout y. Il en résulte que le <sup» en question est la fonction indicatrice de

1%ensemble (éventuellement vide) :
{ye¥ : h(x ) + h*(y) - < x 5y > =0} = ah(x,) .

Donc la r-régularisée h:* de h est la fonction d'appui de l'ensemble
dh(x,).

A une translation prés dans X et dans R (ce qui revient, si on préfére, &
se ramener au cas particulier x = 0, h(0) = 0) 1la fonction hz* apparait comme
1’enveloppe supérieure des minorantes affines continues de h qui sont exactes au
point x,.

Méme pour hGFo(X) et X de dimension finie, hj* peut différer de h, (1a
proposition 8.f%. qu'on invoquerait ici pour la fonction x + h(xo + x) - h(xo) ne

s’applique pas car cette fonction n'est pas > O & 1l'origine ; voir toutefois
§ 10.h., ci-apres).
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Si h (qu'on a supposé finie au point x ) convexe, est continue au point
X, pour une topologie compatible avec la dual;.té9 la fonction x # h(x_ + x)-h(x,)
est continue & l'origine, nulle et sous-différentiable en ce point. Comme cette
dernidre fonction majore h_, laquelle est convexe, minorée par hf*, fonction
d'appui de l'ensemble non vide dh(x,), il résulte du § 5.a. que h, est finie
et continue & 1l'origine ; elle est donc finie et continue partout en vertu de 1°'ho-
mogénéité. Alors h = h’™, fonction d’appui de ah(xo) ety dans la définition de
cette fonction d’appui, le <supy» est un <max> car h y convexe continue; est par-
tout sous-différentiable (proposition 10.C.), donc enveloppe supérieure de minoran-

tes affines continue exactes. Bref :

PROPOSITION.(MOREAU [117). Si heﬁx, convexe, est finie et continue au point x_

pour une topologie compatible avec la dualité, on a, pour tout xeY,

(10.15) [é% h(x, + )], = max < xy>
3=0 yeah(x, )

REMARQUE, Il peut &tre intéressant de relier ce résultat & la proposition 10.d. par
le raisonnement suivant qui a 1l'avantage d'8tre directement applicable pour toute
topologie d’e,v.t. sur X donnant Y comme dual; sans que cette topologie soit

localement convexe.

Sous les hypoth®ses de la proposition ci-dessus, la fonction &(t) = h(x + tu)

est convexe sur R, finie et continue sur un voisinage de 1l’origine. Elle admet

donc une dérivée & droite de 1l°origine é’(O+) et une dérivée & gauche &°(07).
Liétude de & revient & celle de la restriction de h & la droite

D= {x_ + tx; teR},
c'est-d-dire aussi bien & 1°'Stude de la fonction h + i (égale & f sur Dy
& + o ailleurs ; 1l'hypothése implique, notons-le, que h prend ses valeurs dans
] - ® +® ]). Par définition yeY appartient & 3(h + ¢D)(x°) si et seulement
sl la fonction

Ub<u =X ,y>+ h(x_)
minore h + WD c'est-a~dire si la fonctionl

tet<xys>+h(x)
minore &. Il faut et suffit pour cela que

3°(07) =< x,y > = z(0h) .
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Done
(10.16) $°(0") = max { < %,y > ¢ yea(h + yp)(x,)}
Mais, daprés la proposition 10.d.,

3(h + 45)(x,) = ahlx,) + dyp(x )

et a¢D(xo) consiste dans le sous-espace de Y orthogonal & x. Ainsi (10.16)
fournit (10,15).

10.g. Si la fonction h_(x) définie en (10.12) se trouve étre une forme lindaire

continue qu'on pourra écrire < XY, >5 On dit classiquement que 1la fonction h

est faiblement différentiable ou différentiable au sens de Gateaux au point X, 3

1°élément y.,eY est son gradient ou différentielle en ce point (parfois la fonce

(10.12), méme non lindaire, est aussi appelée différentielle de h). Tel est le

cas, en particulier, si X est un espace normé et que h est différentiable au

sens de Fréchet (on dit aussi fortement différentiable) au point x,. Visiblement

si h€ﬁx est convexe et faiblement différentiable au point x 5 le sous-différen~

tiel ah(xo) consiste dans 1l'unique €lément Y, s gradient de h en ce point.

La proposition 10.f. nous fournit inversement :

COROLLAIRE. Si hcﬁx finie et continue au point x , est convexe et si le sous

différentiel ah(xo) contient un seul élément y_eY, 1la fonction est faiblement

différentiable au point x, et y,  est son gradient.

Daprés (10.2) une condition suffisante pour que h(x ) contienne au plus un

élément est que la fonction polaire h* soit strictement convexe c’est-a-dire que

pour x et x' tels que h(x) et h(x°) soient finis, on ait 1'implication
X # x' = hlox + o'x") < oh(x) + o'h(x"?)

(¢ et @' dans J0,1[ avec o + @' = 1),

10.h. A la suite de BROENDSTED, ROCKAFELLAR [1] posons :

DEFINITION. Soient fero(X) s geFO(Y) un couple de fonctions duales et soit ¢ > O.
On_appelle sous-différentiel & ¢ prés de f au point x 1l'ensemble :

e}

Evidemment ysaef(x) équivaut a xeaeg(y) ; cela signifie aussi bien que la

1A

(10.17) 3 f(x) = {ye¥ : £(x) + g(y) - < x5 >

fonction

ur f(x) +<u-x5y>-¢
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minore f (et propriété semblable en échangeant f et g).

De la définition de g comme fonction polaire de fy 1l résulte que aef(x)
est non vide si et seulement si la valeur f(x) est finie. Les ensembles aef(x)

décroissent avec € > O et leur intersection (éventuellement vide) est le sous-

différentiel af(x).

La propriété suivante (ROCKAFELLAR [7])établit d’autre part une relation entre

les ensembles aef(xo) et les dérivées directionnelles étudiées au § 10.f.

PROPOSITION. Soit fer,(X) et soit x eX tel que f(x )eR. Lorsque e >0 dé-

croit et tend vers zéro, la fonction d'appui de 1'ensemble aef(xo) décroit et

converge simplement vers la fonmction f_ =~ (dérivée directionnelle) :

£,(0) = £ £0x, + W), _ ot

En effet, par translation dans X et dans R (ce qui ne modifie pas 1l'ensem=
ble afe(xo) ni la fonction fo) ramenons-nous au cas ou x =0 et £(0) = 0,

Aors si g=f* ona
3,£(0) = {ye¥ : g(y) - e = 0}

La fonction duale de g - ¢ étant f + e, 1la proposition 8.4. montre que la fonc-

tion d’appui de aef(O) est 1l'enveloppe conique de f + & :

(10.18) (£ +¢) (x) = inf f—(ﬁ%—f—ﬁ
A>0

D%autre part, puisque f est convexe, on a

fo(x) = inf iiiﬁl
A>0

L'expression (10.18) décroit avec € ; une commutation d° «inf> fournit le ré-

sultat.

10.1. L'intér8t principal de la notion de sous-différentiel & ¢ prés réside dans
le théoréme d'approximation suivant (BROENDSTED, ROCKAFELLAR [1]), qui domine 1°é-
tude de la sous-différentiabilité dans les espaces de Banach (Cf. § 10.j., 12.e. et
13.b.).

PROPOSITION. On suppose que X est un espace_de Banach et Y son dual ; dans cha-

cun de ces deux espaces on note la norme (noter que la topologie de la norme

°

sur Y n'est pas compatible avec la dualité, & moins quon ne soit dans le cas ré-

flexif). Soit € > 0 et soient xeX s €Y tels que yeaEf(X), Alors pour tout
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A>0 il existe XeX , JeY tels que JFeaf(x) et que

K-l =n , I5-al=%.

Nous reproduisons la démonstration des auteurs, inspirés d'un travail de BISHOP

PHELPS [1] sur les hyperplans d'appui des ensembles convexes dans un espace de Ba-

nach.
Pour u et u' dans dom f définissons la relation u < u’ par
(10,19) % =l = |£(u) - < uy> [-]£(u?) = <u'yy > |

I1 est clair que cette relation est réflexive et antisymétrique; sa transitivité
résulte de la sous-additivité de la norme. Donc < est une relation d'ordre sur
1'ensemble dom f. Dfaprés le théoréme de Zorn, l'ensemble f{ue dom f : x < u},
ordonné par la relation précédente, posséde une partie totalement ordonnée maximale,
soit M. Comme yfaef(x)9 (10.15) et (10.16) donnent si u <u® :

flu) =<uyy>zflu?) =<uyy>z-gly) 2f(x) m<x9y>=-€5 .o

I1 en résulte que la suite généralisée des réels f(u) - < u,y > (ueM) tend en dé-
croissant vers une limite finie p lorsque u croit dans ifs On en déduit que
l%ensemble totalement ordonné des ueM constitue une suite généralisée de Cauchy
dans X. En effet les réels f(u) - < u,y > (ueM) formant eux-mémes une suite gé-
néralisée de Cauchy, on peut & tout § > O associer ueM tel que les inégalités
u<u® <u' (u' et u® dans M) impliquent :

[f(u®) = <u'yy > ] = [f(u") =<u’yy> ] s %f

donc impliquent daprés la définition de < ;

fA

Jut - wtf] = e

Puisque X est un espace de Banach, on en conclut que la suite généralisée des u

croissants dans M posséde une limite x dans X.

Comme f est s.,c.i., ona

£(X) - < Xy > = lim . inf [f(w) - <uy > ]
u - X

et le second membre est majoré par la limite peR des f(u) - <u,y > pour u

croissant dans M ; donc x€ dom f. En outre, pour tout uOEM9 on a
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AN

€ -
= fu = %I'=1im = |ju, - ull
L ueM M |
= lim % o, = v
ueM § u <u

A

lim [f(u,) = <u,,y > = f(u) +<u,¥ > 7.
ueM

Ce dernier membre vaut
f(u) -<u,y>-ps= If(uo) - <y > |-l£(x) - <Xy > |
Donc X majore M pour l’ordre < . En particulier x <X, de sorte que
% Ix = || = £(x) - £(X) + <X - x5 > = €

Soit d'autre part x'edom f; différent de X. On ne peut avoir X < x' puis-

que M est une partie totalement ordonnée maximale de {uedom f : x <u} ; donc

Tk - x> (2R - <Xy > 1 - [£x) - <x"yy > ]
Cela signifie que, dans l'espace X x Ry, les ensembles
c

L}

= {(z,0eX xR : gz f(x+2) - £(X) - < 2,5 >}

C

{

2= (e, 0X xRt <= [a )

sont disjoints. Mais C, est convexe fermé, puisque c'est 1%épigraphe d’une fonc-

1
tion convexe s.c.i., tandis que C, est un cdne convexe ouvert. Il existe donc un

hyperplan fermé non vertical (vu la nature de C,) qui sépare ces deux ensembles;

c'est-d~dire qu'il existe weY tel que, pour tout =zeX;,
-'% llz]l = < zyv > =£(x + 2) - £(X) - <27y > &
Posons y =y + v ¢ 1'inégalité de gauche signifie que
5 - vll = £
et 1%inégalité de droite que

yedf(x) .

Cela achéve la démonstration.

REMARQUE, La proposition précédente montre en particulier quey, si X est un espace

de Banach, toute fEFO(X) est sous-différentiable en un point au moins. On conclut
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de 12 que cette proposition et ses conséquences principales (Cf. section 12) ne
peuvent gudre 8tre étendues au deld du cas des espaces de Banach. En effet, Broend-
sted et Rockafellar construisent, dans un certain espace de Fréchet (donc métrisa-
ble complet et qui est méme espace de Montel) un exemple de fonction appartenant &
I, dont le sous-différentiel est partout vide. Ils s®appuient sur la construction,
donnée antérieurement par KLEE [1], [2], d’ensembles convexes fermés n'ayant pas
d"hyperplans d'appui fermés. BOURBAKI [1],chap, V, § 2, exercice 11, donne par ail-
leurs un exemple de tel ensemble dans un certain espace normé : la encore, on en
déduira une fonction de I, dont le sous-différentiel est partout vide (pour un
autre exemple, daprés G. Choquet, d’ensemble convexe fermé sans hyperplan d‘'appui
fermé, voir aussi BOURBAKI [1], chap. II, 2&me édition, § 6, exercice 18).

De tels exemples montrent aussi que, & 1l'inverse de ce qui se passe pour les
différentielles classiques, 1'égalité 3f, = df, supposée vérifiée en tout point
par deux fonctions f,etf, ¢ FO(X), n'implique pas nécessairement f,=f, + cong ante

(prendre pour f, une fonction & sous-différentiel partout vide et pour f, une

de ses translatées). Mais dans le cas des espaces de Banach :

10.j. PROPOSITION (ROCKAFELLAR [7]. Soit X un espace de Banach et soient f, et
f, appartenant 8 T, (X). Si; quel que soit x€X, on_a 1l'inclusion

(10.20) of, (x) < af,(x)

les fonctions f, et f, ont pour différence une constante finie,

En vertu de la proposition 10.i., il existe aeX tel que afl(a) =fp, On va

d’abord montrer que, pour tout xeX;
(10.21) £,(x) - £,(a) = £,(x) - £,(a) .

Fixons x et choisissons « < f,(x) - f,(a). Pour )eR, posons

Q) = f,fa + Mx - a)] .
Q est une fonction convexe s.c.i. sur R avec Q(0) fini et
Q(1) - Q(0) = £,(x) - £,(a) >«

L'ensemble des Xe[0,1] tels que Q()) <+ o est un intervalle contenant 0 et
la dérivée & droite Q) est bien définie, non décroissante, sur cet intervalle. La
théorie élémentaire des fonctions convexes sur R montre 1l'existence d'une suite
finie ()i) telle que
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0=, <N <eee <N <1=0

n)
Ql(li) >-o (i=n)

1A

Q()\i) < @ (i

(e = 2) QL () + eee + (O g = 2) @O >«
Notons

x;= a+ xi(x -a) (i=n+1),.

En termes de la fonction f, et de ses dérivées directionnelles, les égalités ci-
dessus S'écrivent :

£,(,) <+« (1=n)
? i <
£3(x, 5 % = X,) + oo F :t‘{(x,n > Xp4q = xn) > .
On peut ensuite choisir des QieR etun § > 0 tels que

f{(xi s Xy4q = xi) > oy (1 =n)

et
(10.22) U+t >at (n+1)s .

Pour tout € > Oy la proposition 10.h. montre 1l’existence de inY, isn, tels
que
yisaefl(xi)
< X, 1"'xigyi> >G/..

1+ 1

La proposition 10.i., avec ? = ¢, fournit alors Xy et J; (i =n) tels que
yieof, (%7) et

I - %0l = e - vl =45
En choisissant & assez petit on peut assurer

(10.23) ST -F LT > -0 @

1A

(=3
g
v

ol on pose conventionnellement

=X

wtl -~ %

n+1



72 J.J. Moreau. Fonctionnelles convexes. 10.j.

En choisissant en méme temps x, suffisamment voisin de a, on peut obtenir X_

aussi voisin qu'on le veut de a. Par (10.22) et (10.23) on obtient

————

<X =K 9T, >F cecennnnces ¥ <X =X 5,7, >>0.,

L*hypothése (10,20) impliquant ﬁztafg(i;), cela donne

o< [fp(x) = £, + cooeen + [fg(i:) - £, = £,(x) - £,(5D)
Comme tout voisinage de a contient X, pour lequel cette inégalité a lieu, on a

£f,(x) = azlim inf f,(u) = £ (a)
u - a

car f, est s.c.i. . Bref :
o< f£(x) - £;(a) 20 < £,(x) - £,(a)
ce qui établit (10.21).

Appelons g, et g, les duales respectives de f, et f, ; 1'inclusion
(10.20) équivaut & 1'implication

£,(x) + g,(y) -<x,y > =0
> f(x) + g(y) - <xy>=0,
c’est-a-dire & 1l'inclusion
dg, (y) < 2g,(y)
pour tout yeY.

DYautre part, la proposition 10.i, invoquée ciwdessus avec A\° = g, fait
jouer des réles entidrement symétriques & X et Y (bien que 1l'espace de Banach
X n'ait pas été supposé réflexif). La méme démonstration montre donc, que si

bedf, (a) c df (a), on a; pour ye¥,
(10.24) g, (y) - g, (b) =g (y) - g (b)
Posons
f,(a) - £,(a) =C .

La relation des points conjugués

|
(@]

fl(a) + gl(b) - < ab>=

!
O

fz(a) + ge(b) - < ab>=

donne

g(b) - g, (b) =-C
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de sorte que (10.21) s'éerit

(10.25) f,z2f, +C
et

En passant aux fonctions duales cetle derniére inégalité donne

fa

1A

£, + C .

Vu(10.25), cela achéve la démonstration.

REMARQUE., Si X est un espace de Hilbert, 1l'implication
of, ¢ ?3f, = £, = f; + constante

avait été primitivement signalée; avec une démonstration trés simple, dans MOREAU

[(171.

10. k. Dans le m’me ordre d'idées on a le résultat plus facile suivant :

PROPOSITION, Soit X un e.v.t. quelconque et fsﬁx, finie, convexe, partout con-
tinue, Si heﬁx est telle que of — dh, les deux fonctions f et h différent

d'une constante finie.

En effet, d'aprés la proposition 10.c., la fonction f est partout sous-dif-
férentiable. Il en est donc de méme de h qui est ainsi enveloppe supérieure de
minorantes affines continues exactes : cela montre que h est convexe partout fi-

nie,

dans X avec x
a(t)

Soient x, et x -x, =u#0. Pour teR posons :

1 1

f(x, + tu)

6(t) = h(x, + tu) .

Les fonctions & et 6 sont convexes finies, donc possédent, en tout point de R

des dérivées & droite & et o] . La proposition montre 1l'existence de
y£€af(x° + tu)

tel que
@i(t) =<y > .

D'aprés 1'hypothese, ¥, est aussi un sous-gradient de h au point x, + tu. Par

restriction & la droite x_ x, , on en tire que la fonction affine sur R
e (1-1) < Uy, >+ o(t)

est une minorante de © exacte au point ty; donc que
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< Uy, > = 6] (t)
Bref 6] majore & ; par une intégration (de Riemann), il en résulte :

(1) - &(0) = o(1) - 6(0) ,

1A

c'est-fi=dire

}

£(x,) - f(xo) = h(xl) - h(Xo) .

En intervertissant x, et x, on obtiendrait 1%inégalité inverse, ce qui démontre
la proposition.
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11, SEMI-CONTINUITE DES MULTI-APPLICATIONS SOUS-DIFFERENTIELLES

11,a. Pour toute fonction heéxg le symbole dh, défini dans la section précéden-
te, représente une application de X dans 1l'ensemble des parties de Y. Il est
souvent efficace d?aborder une telle situation comme une généralisation du concept
d'application de X dans Y lui-méme : on dira qu'il s'agit d'une application mul.
tivoque (Cf. BERGE [1]) ou multi-application de X dans Y.

Soit T wune telle multi-application ; T(x) est, pour chaque xeX, une par-

tie de Y. On appelle domaine effectif de T 1l'ensemble

dom T = {xeX : T(x) # 9} .
Le graphe (ou représentation graphique) de T est 1lensemble
{(xs7)eX x ¥ ¢ yeT(x)] .

C'est aussi bien le graphe de la multi-application T~ de Y dans X, inverse-in-

férieure de T, définie par :
T (y) = {xeX ¢ yeT(x)} .
Evidemment
x€T (y) & yeT(x) ,
c'est-a-dire que (T7)” =T,

Exemple : Soient X et Y, comme dans les sections antérieures, un couple d’espa-
ces vectoriels en dualité. Si fer(X) et ger(Y) est un couple de fonctions duales
il résulte du § 10.b. que les multi-applications df et dg sont chacune 1l'invere

inférieure de l'autre. Leur graphe est

{(x,7)eX x Y ¢ £(x) + gly) =< x5 >} &

11.b. DEFINITION, Notons X et Y deux espaces topologigues guelconques. On dit

qu'une multi-application T de X dans Y est semi-continue supérieurement au

sens de Bouligand-Kuratowski (nous dirons simplement s.c.s.) au point x_e€X si,

pour chaque (), ouvert dans Y contenant T(xo), il existe un voisinage V de

X, dans X tel que
x€V = T(x)cq .

Nous renvoyons & BERGE [1] pour diverses propriétés simples et importantes de

cette semi~continuité (ainsi que d'une autre, dite semi-continuité inférieure) ;

prendre garde toutefols que certains énoncés de cet ouvrage exigeraient la précision

que les ensembles invoqués sont non vides.
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Exemple 1 ¢ Soit f wune application (univoque, partout définie) de X dans Y.
Définissons l'ensemble T(x) comme constitué, pour chaque xeX, de l'unique élé-
ment f(x)eY : par abus on écrira alors f = T. La multi-application T ainsi
définie est s.c.s. au point x, si et seulement si f est continue en ce point,

au sens classique.
Exemple 2 : Soit fERX, considérons la multi-application T de X dans R défi-
nie par

T(x) = [ - = £(x) ]
La fonction f est s.c.s. en un pointy; au sens classique de la semi-continuité des
fonctions numériques, si et seulement si, en ce point, la multi-application T est

s.c.s. d¢ X dans R (ou, aussi bien, de X dans 1l'espace topologique Bsup dé-
fini au § 4.b.).

11.¢. PROPOSITION. (MOREAU [16]). Soit Y un espace topologique séparé et soit
geﬁY une fonction numérique inf-compacte (Cf. § 4.d.). Alors la multi-application

g .
&= (p) = {ye¥ : g(y) = o}

est s.c,s, de R dans Y en tout point (et méme s.c.s. de 1'espace topologique
R défini au § 4.,b., dans Y).

sup ?

Démonstration : On remarque d'abord que g est une fonction numérique s.c.s. sur

Y, puisque Y étant séparé, les ensembles compacts g= (p) sont fermés.

La semi~continuité supérieure de la multi-application g§ au point + o de R

est triviale car gé (+ ©) =Y.

Soit p €[- », + ®[ ot soit Q wun ouvert de Y contenant 1l’ensemble (éven-
tuellement vide) gé (po)° I1 faut montrer 1l°existence d'un voisinage V de p,

dans Rsup tel que £~ (p) ¢ O pour tout peV. Choisissons p, > p, et notons
K =g (.0
g= (p) nEyQ

Si K est vide, il suffira de prendre V = [- =, p, ], puisque alors
p=p =8 (pcg (plca.

51 K n'est pas videy, il est, tout au moins, compact et ne rencontre pas

=
g (py). A chaque point yeK, donc tel que g(y) > p, s associons un réel

Y(¥)elo, 5 &) 3

en vertu de la semi-continuité inférieure de g, il s'y associe w(y), ouvert das
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Y contenant y, tel que

glo(y)) c 1 v(¥)s += ] .

La compacité de K dimplique 1l%existence d'une famille finie ¥y, , ¥, secos Y, -

le que les w(yi) recouvrent K. Notons

pz = min {919 Y(Yl)s ceoy Y(yn)} > py e

Appelant 2z un élément de Y, on voit que 1'hypothése g(z) = p, entraine
ZGgg(pl) et z¢K, donc entraine zeQ ; bref gé(pe) c Q. Le but est ainsi ate

teint avec V = [~ », p,].

11,d. X et Y désignent maintenant, comme dans les sections précécentes, un cou=

ple d'espaces vectoriels en dualité,

PROPOSITION, (Cf. MOREAU [16]). Soit une fonction heﬁx majorée sur l'ensemble @y

ouvert dans X pour une topologie € compatible avec la dualité, Sur Y notons %’

la topologie (compatible avec la dualité) de la convergence uniforme dans les pare

ties &~com9actes de X. A tout xeX et tout £eR on associe 1l'ensemble (section

oblique de la fonction h*) :

S(x,€) = {yeY : h*(y) - < x,y >+ £ =0} ,

ce qui définit une multi-application S de X x R dans Y. En chaque point

(xo9 Eo)Gw x R

cette multi-application est s.c.s. de 1'espace topologique (X,g) x R inf dans 1°'-

espace topologique (Y, &) (done, a fortiori, de (X,ﬁ) x R dans Y faible).

Rappelons qu'en vertu de la proposition 7.a., pour tout xe€w et tout EgeR,
1'ensemble S(x,E) est & ~¢quicontinu, donc'%'-compact et, a fortiori, faiblement

compact.

Démonstration : Par une translation dans X et une translation dans R, ramenons

nous au cas ou X, est 1l'origine OX de X et ou g, = O, Si h* est la cons-
tante @y =+ =, la proposition est triviale avec S(x,£) = § pour tout x & tout
€. Cette éventualité mise & part, la r-régularisée h** de h est finie et £ -con-

tinue dans o puisque convexe, & valeurs dans J]=- o, + ], majorée sur cet ouvert.

Premier cas S(OX s 0) = f, clest-a-dire

min h*(y) = - ®**(0) > 0
yeY
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Choisissons ve]h**(0), O[ ; en vertu de la §-continuité de h**, 1%ensemble

V = {x€X : h**(x) < v}
est un E-voisinage de OX° Par addition avec

B(x) + B (y) - < x,y >2 0
(puisque h** et h* sont des fonctions duales) et avec
v > h**(x)

(c'est-d-dire =x€V), 1'hypothdse £ > v impliquera

B (y) - <x,y>+E&>0
Done

xeV ;£ > v = S(x,g) = 9

ce qul achéve la démonstration dans ce cas.

Deuxidme cas : S(OX s 0) # 0, c'est-d-dire

min h™(y)
yeY

A

o e

Par translation dans Y (ce qui ajoute & h** une fonction lindaire continue), fai-

sons en sorte que S(OX ; 0) contienne 1°'origine OY de Y ; & ce moment
(11.1) h'(0,) =0,

Soit  un 4'-ouvert de Y contenant S(OX , 0). D'aprés la proposition 1l.c., il
existe | > 0 tel que 1l'ensemble ‘€°—compact

K = 8(0g 4= p) = 0" (i)
soit contenu dans (). Puisque K est {T-équicontinu, 1'ensemble

W= {xeX ¢ max < x,5 > = ¥}
yekK
est unt -voisinage de OX'

Démontrons la proposition en établissant 1'implication

(11.2) XeW §>—E,=> S(x,8) c K <@
2

Comme 1'ensemble S(x,€) décroit lorsque € croft, il suffit de raisonner dans 1'-
hypothése & < O. Supposons donc £€]- % 4 O[ ; alors, d'aprés (11.1); S(x,£)

contient 1l'origine OY s laquelle appar%ient aussi au demi-aspace ouvert

A= {yeY : < x5y >=-€ - <0}
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(x # OX)o Si xeW, 1'hyperplan frontiére de ce demi-espace ne rencontre pas S(x,£);
en effety 1'équation de cet hyperplan :

(11.3) <Ay > =€ = =0,
conjointe & la définition de S(x4E) :
W (y) - <x,y>+€=0,
entratne h*(y) - u =0, c'est-d-dire yeK, d'ou, selon la définition de W,

< Xy¥ > =

NiE

et, en rapprochant de (11.3), 1'inégalité £ = - ¥ qui contredit 1'hypothése faite
sur E. Puisque 1'ensemble S(x,€) est convexe,zil doit &tre contenu dans le demi
espace A. Pour tout yeS(x4E) on a donc les inégalités

<Xy >=-E=p<O

h(y) -<xy>+g=0
qui entrafnent f£*(y) - <O donc yeK. Cela établit 1’implication (11.2).
REMARQUE, La démonstration ci-dessus prouve plus précisément que, sous les hypo=-
théses de 1'énoncé, le point (x,, £ ) posséde un voisinage dans (X,€) x R, ¢ tel

que si (x,E) déerit ce voisinage, les ensembles S(x,¢) sont uniformément &-équi.

continus, puisque tous contenus dans l°ensemble K,

11,e. Conservant les notations de la propoisition 11.d., nous en tirons le résul=

tat suivant, qui améliore légérement un énoncé de MOREAU [16] :

PROPOSITION. Si la fonction heéx est & -s,c.i, au point X, et si elle est majo-

rée sur un € -voisinage de ce point, la multi-application dh est, au point x

o 9
s.c.s. de 1l'espace topologique (X,%) dans 1'espace topologique (Y,%*) (donc, a

fortiori, dans 1'espace Y faible). Tl existe en outre un &-voisinage W de xg

tel que les ensembles dh(x) s x€W, soient uniformément {-équicontinus.

Laissant en effet de c6té le cas trivial ou h prend quelque part la valeur

- ®y, ce qui donne dh(x) =P pour tout x, on a, d'apres (10.2),
dh(x) = S(xzh(x)) .

Or, par hypothese, h est, au point x_, continue de (X,£) dans R, o et S

est, d'aprés la proposition 11.d., s.c.s. de (X,%) x R, p dans (Y,6*) d'on la

semi-continuité de ah. La derniére assertion découle de la remarque finale du
§ 11.d. -
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COROLLAIRE. Si hGéx est convexe sur X, finie et,g-contigug au point x_ , fai-
blement différentiable sur un $-voisinage de X,y Llapplication univogue

x ~ grad h(x)

est continue de (X,Q) dang (Y,%°) (done, a fortiori, de (X,ﬁ) dans Y faible)

REMARQUE., Sous les hypothéses de ce corollaire, la continuité de 1l%application
grad h de (X,%) dans Y faible est facile & établir directement. Il suffit pour

cela de prouver que, pour chaque ueX, la fonction numérique
(11.4) X ~ < u, grad h(x) >

est §~continue au point x, ou simplement, puisqu’on peut changer u en =~ u,
qu’elle est s.c.s.. De faity, vu la convexité de h,
d
< uy grad h(x) > = ey h(x + tu)]
t

:O+

h(x + tu) - h(x)
S .

= inf
t>0

Les hypothéses impliquant la,f-continuité de h sur un voisinage de x _, donc,

pour t assez petity la fonction

h(x + tu) - h(x)
X ¢ T

et continue au point x_. La fonction (11.4) est ainsi s.c.s. en ce point, puisqut

enveloppe inférieure d'une famille de fonctions continues.
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12, MONOTONIE DES MULTI-APPLICATIONS SOUS-DIFFERENTIELLES

12.,a. X et Y désignent, comme précédemment, un couple d'espaces vectoriels en

dualité.

DEFINITION. On dit qu'une multi-application T de X dans Y est monotone si,

pour tout x et tout x° dans X, tout yeT(x), tout y'eT(x'), on a :

(12.1) <x-%x'" , y-y'>=0,

Evidemment alors, la multi-application T de Y dans X (Cf. § 1l.a.) est
aussi monotone ; c'est 14, si on préfére, une propriété de la partie de X x ¥ qui
constitue le graphe de T et les deux espaces X et Y jouent & cet égard des

rdles symétriques.

Divers auteurs (Cf. KACHUROVSKI [17], ZARANTONELLO [17], [2]) ont remarqué que si
feRX est une fonction numérique convexe et différentiable, 1l'application grad f
(univoque de X dans Y) est monotone ;5 cela généralise une propriété élémentaire
de toute fonction numérique convexe différentiable sur R : sa dérivée est une fonc-
tion non décroissante (donc monotone au sens traditionnel). Ils constatérent que le
succés des méthodes dites variationnelles pour établir 1'existence des solutions de
problémes fonctionnels était étroitement 1ié & cette monotonie : 1%hypothese de mo-
notonie permet d'établir 1'existence de solutions pour des problémes concernant er-
taines applications de X dans Y qui ne sont plus des gradients de fonctions nu-
mériques. Cette idée a été largement exploitée depuis par F.E. BROWDER, J. LERAY,
J.L. LIONS, G.J. MINTY, G. STAMPACCHIA, M.I. VISIK, etc... (voir bibliographie dans
BROWDER [3], [4]).

MINTY (1], [2], 2, le premier, étudié la monotonie de multi-applications et
constaté en particulier que la multi-application sous-différentielle (appelée <«gra-

dient généralisé») d'une fonction convexe était monotone ¢

PROPOSITION. Pour toute fonction heR. la multi-application ah de X dans Y

est monotone,

Soient en effet x et x° dans X, y et y' dans Y tels que yedh(x) et
y'edh(x?). Cela signifie que les valeurs h(x) et h(x') sont finies et que les
fonctions

Uue<u =X,y >+ hix)
et

Ue<u=-x",y" >+ h(x?)
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minorent h. On en tire :
h(x') 2 < x* - x,5y > + h(x)
h(x) =2 < x - x",y" > + h(x?)
d'ot (12.1) par addition.

Noter que la considération d'une fonction h non nécessairement convexe n’ap-
porte pas une généralité bien substantielle car, d*aprés (10.3) et (10.4) on a,

pour tout xeX,

dh(x) c ah**(x)

12,b, Une multi-application monotone n'est pas nécessairement une sous-différentiel-
le (contre-exemple ¢ une application lindaire antisymétrique de X dans Y estmo-
notone). Dans le but d'obtenir une propriété caractéristique des applications sous=-

différentielles, ROCKAFELLAR [7] considére une famille finie de couples

(xi,yi)sX x Y, i=0,1; ..., n,

tels que yieah(xi). Comme ci-dessus, on écrit;
h(x,) 2<x -%, 55, >+ hix,)
h(x,) 2 <x, ~% , ¥ >+ hix)

© 0008000000000 ®O009® 0000000060600

h(xn)

‘v

<Xyt Xy Ipa > h(Xn-l)
hix,) =z < x, - X, 5 ¥, >t h(xn)
(ot toutes les valeurs de h sont finies), d°ol, par addition,

(12.2) Oz <x =X, 5 ¥, > teeut < X =X s Yy >F<E =X ¥ >

DEFINITION, (ROCKAFELLAR [7]). On dit qu'une multi-application T de X dans Y
est _cycliquement monotone si pour tout entier n > O et toute famille finie de cou -

ples (xi R yi)ex x Yy i=0,1; ..., n, tels que yisT(xi) on a 1'inégalité (12,2),

Réindexons les (xi R yi) en posant

X! = X, s ¥! .
i i-n i n-i

puis omettons les ' : (12.2) se récrit sous la forme

> - - -—
0=« s n s Tp> Tt <X, =X 5y >t <x =X, ¥, >
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ou, par groupement différent des termes,

Oz<x 5,7, =¥, > teeet <X s Y, =V

+ -
Pe) N-1 Ne1 > < Xn 9 yO y >

n

Cela montre que la multi-application T~ de Y dans X est eycliquement monotone
en méme temps que T : c'est donc 14 une propriété du graphe de T dans laguelle

les deux espaces X et Y jouent des r8les symétriques.
Evidemment si T est cycliquement monotone, elle est monotone au sens de la

définition 12.a., (prendre n = 1),

PROPOSITION, (ROCKAFELLAR [7]), Soit T wune multi-app;ication de X dans Y.
Pour qu’il existe une fonction fero(X) telle que T < 3f, il faut et il suffit

que T soit cycliguement monotone.

La nécessité vient d'8&tre établie.

Réciproquement, supposons T cycliquement monotone. La conclusion étant tri-
viale si T(x) est vide pour tout x, fixons x.,€X et y_eT(x,). Pour chaque

x€X posons

f(x) =suwp { < x - X sV, >t<X =X s ¥, > Tt <KX =X ¥, > ]

n-l Nel

ol le <sup>» est étendu & 1l'ensemble des valeurs de n > O et & tous les couples

(Xi s yi)ex x Y tels que yieT(xi)° On va montrer que fer (X) et T c af.

f est une enveloppe supérieure de fonctions affines continues et, puisque T
est cycliquement monotone, f(x ) =0 (prendre n=1, x =x, y, = yo)‘ Donc

fero(X).

Soit xeX et yeT(x) ; soit o < f(x). D'aprés la définition de f on peut
trouver une famille finie de k couples (x:.L R yi), i=1425..., k, avec yieT(xi)

tels que

(12.3) o << ; - X s yk >ttt <X, - X, 9 Vo >

Prenant maintenant Xty = x et Vighg = y la définition de f donne, pour tout x,

£x) 2 < x - Xpp 2 Vgl > F <Xy m K o Ve > et <y =X, ¥, >

dou, d'aprés (12.3);
F(X) =< X =X,y >>0
Cela ayant lieu pour tout o < f(i), on en conclut

f(x) 2 < x - X,7 > + £(x)
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quel que soit xeX, c'est-d-dire §€af(i). Bref T c af.

12.c. DEFINITION. T est dite cycliquement monotone maximale si son graphe dans

X xY n'est pas strictement inclus dans le graphe d*une multi-application cyclique-

ment monotone.

Autrement dit T n'admet pas de prolongement strict qui soit encore cyclique-
ment monotone : toute multi-application T° § cycliquement monotone et telle que

T c T est nécessairement identique & T,

I1 résulte de la proposition 12,b. que si T est cycliquement monotone maxi-

male il existe fer (X) telle que T = af,

Réciproquement, ROCKAFELLAR [7] remarque :

Si X est un espace de Banach et si fer,(X), la multi-application af est

cyecliquement monotone maximale.

En effet on déduit du théoréme de Zorn l'existence d'une multi-application cy-
cliguement monotone maximale, donc de la forme dff, qui contient 3df. La propo=-

sition 10.k. montre que f = f? + constante, donc 3f = 3f°.
Le méme argument montre; en invoquant la proposition 10.1. :

Soit X un e.v.t. quelconque et feﬁx, finie convexe partout continue. La

multi-application af west cycliquement monotone maximale:

En fait on va voir que, dans les deux cas ci-dessus, la multi-application of
est méme maximale dans l'ensemble, plus grand, des applications qui sont simplement

monotones (définition 12,a.).

12.d. La maximalité dans 1%ensemble des applications monotones a été invoquée pour
la premidére fois par MINTY [1], [2] (cela fournit des théorémes d'existence pour les

solutions de certains problemes fonctionnels). Cet auteur constate :

PROPOSITION . Soit X un e.v.t. quelconque et f(BX, finie, convexe, partout con-

tinue. La multi-application df est monotone maximale.

Démonstration : On appelle Y 1le dual de 1l'e.v.t. X. Soit (xo 5 yo)GX x Y ; il

faut montrer que si pour tout couple (x,y)eX x Y, avec yeaf(x), on a
(12,4) <X =X, 3 ¥ =Y,>20

alors y €df(x,). Ou, de fagon équivalente, montrer que 1°'hypothése v £3f(x,) im-
Plique 1l'existence de xe€X et yeaf(x) ne vérifiant pas (12.4).
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On allege 1'écriture en se ramenant, par translation dans X et translation
dans Y au cas x, =0, y, = 0. Supposons donc Of3f(0) ; cela signifie que £(0)

n'est pas le minimum de f sur X, donc qufil existe u non nul dans X tel que
£(0) > £(u) .

Pour tout T€R posans

&(7) = £(m) .
La fonction & est convexe, partout finie, donc posséde en chaque point de R une
dérivée & droite & . Comme &{0) > &(1) il existe 1,€]0, L[ tel que &!(r )<O.
Si 1%on pose x = mu, cela implique, d'aprés la proposition 10.f., l'existence de
yedf(x) tel que

<X,y >< 0.,

Ce couple (x,y) ne vérifie donc pas 1'indgalité (12.4) (Scrite ici avec

x, =0, y, =0).

12,e. De méme (ROCKAFELLAR [7]) :

PROPOSITION, Si X est un espace de Banach et si fGFO(X), la multi-application

df est monotone maximale.

Reprenons en effet le raisomnement précédent jusqu'd la construction de la
fonction ®. On a toujours &(0) > &(1) mais on n'est plus assuré que &(0) soit
fini. On peut donc seulement affirmer 1'existence de m,€]0; 1] tel que la dérivée
& gauche éi(Tl) soit strictement négative, avec &(7,) fini. En termes de la

fonction f et de sa dérivée directionnelle, cela donne, si on pose x = T U,
f(x) <+ o 5
f?(x, - u) > O °

Soit p€]0, f'(x, - w)[ ; 1la proposition 10.h. montre que pour tout e > 0 il
existe yeaaf(x) tel que

clest-a~dire
(12.5) <Xy >< =myp <O

En invoquant la proposition 10.i. avec »° = g, on en tire l'existence de §€X,

yeaf(x) tels que

i

sy -yl =aE

Vu (12.5), i1 suffit de prendre ¢ assez petit pour assurer < i,& >< 0y ce qui

e = x|

achéve la démonstration.
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13. MINORANTES EXACTES ET HYPERPLANS D'APPUT

13.a, Toute fonction fer,(X) étant, par définition, 1l'enveloppe supérieure d'une
famille de fonctions affines continues, cette fonction est 1%enveloppe supérieure
de ses minorantes affines continues. Parmi ces derniéres on peut évidemment, pour
la construction de l'enveloppe supérieure, ne retenir que celles qui sont maximales

clest-a-dire de la forme.
(13.1) X - < X7 > = £5(y)
avec yedom f*,

On peut se demander s'il est possible d’obtenir la méme enveloppe supérieure
avec une famille encore plus restreinte de minorantes de f, par exemple celles
qui sont exactes en quelque point (§ 10.a.) : on les obtient sous la forme (13.1)
en prenant y dans l%ensemble dom 3f*, appelé assise de f*. Cela n'est certai-
nement pas vral en toute généralité puisqu’on a signalé au § 10.i. qu'une fonction

stO(X) pouvait n'avoir aucune minorante affine continue exacte.

La question de savoir si 1%épigraphe de f, ensemble convexe fermé dans X xR,

est égal & 1l'intersection de ses demi-espaces d'appui fermés n'est pas strictement

équivalente & la précédente : un hyperplan d'appui de cet épigraphe n'est en effet

le graphe d'une minorante exacte de f que s'il est <non verticals.

La question de savoir si C; partie convexe fermée non vide de X; est 1'ine
tersection de ses demi-espaces d'appui fermés, se réduit par contre & la précédente

pour f = ¢cer°(X), fonction indicatrice de C (Cf, § 13.b.).

Notons d*abord (Cf. MOREAU [117]) :

PROPOSITION. Soit fer (X), gel (Y) une paire de fonctions duales. La fonction

g est égale & 1'enveloppe supérieure de ses minorantes affines continues exactes

si et seulement si f est égale & la T[-régularisée de sa restriction & son assise

A = dom 3f, c'est-&-dire si

(13.2) £= (£ + )%

En effet la fonction affine continue < x,.> - P est une minorante exacte de
g si et seulement si B = f£(x), x appartenant & 3g(y) pour un certain yeY,
clest-ti~-dire of(x) # $. Bref la propriété invoquée pour g signifie que cette
fonction est le plus petit élément de TI'(Y) majorant toutes les fonctions

Ve <x,v> - f(x) 5, xe€d,

Comme la dualité inverse 1 ordre, il est équivalent que f soit le plus grand 61é-
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ment de ['(X) minorant les duales de ces fonctions affines, c'est-d-dire (Cf.§ 8.a)

les fonctions
u e £(x) + ¢X(u) , XeA -

Cela veut dire que f est la TI-régularisée de l'enveloppe inférieure f + Uy des

fonctions en question.

Dans le cas o X est un espace de Hilbert (qu'on peut identifier & son dual
Y), la théorie des applications <prox»(Cf. MOREAU [17]) permet de voir trés sim-
plement que toute feI,(X) posséde les deux propriétés ci-dessus. Par la théorie
de 1l'inf-convolution on voit qu’il en est encore de m8me plus généralement si X
est un espace de Banach réflexif (Cf. MOREAU rll]). En fait BROENDSTED, ROCKAFELLAR
[1] ont finalement établi le résultat suivant dans la ligne des travaux de BISHOP,
PHELPS 71] sur les hyperplans d'appui d‘'ensembles convexes dans les espaces de Ba-

nach (non nécessairement réflexifs) :

13.b. PROPOSITION, On suppose que X est un espace de Banach et Y son dual
(resp. Y wun espace de Banach et X son dual). Soit fer,(X) et soit A = dom af

1'assise de cette fenetion. Alors, pour tout xeX on a

(13.3) £(x) = lim. inf [£(u) + §,(u)]
u - X

ol <lim. infy» est pris selon la topologie de la norme sur X ou selon n'importe

quelle topologie compatible avec la dualité.

En effet la fonction de x définie par le second membre de (13.3) est la ré-
gularisée s.c.i., de f + Uy s pour la topologie adoptée, c’est-d-dire la plus gran-
de fonction minorant f + 7Y qui soit s.c.i. pour ladite topologie., Visiblement la
fonction f minore f + try et elle est s.c.il. pour les topologies compatibles avec
la dualité, donc a fortiori pour la topologie de la norme (laquelle est plus fine
que les topologies compatibles avec la dualité, strictement plus fine lorsque Y
est un espace de Banach non réflexif et X son dual). Il reste donc & prouver que

f(x) majore le second membre de (13.3) pour tout =xeX.

Le fait étant trivial si f(x) = + », supposons xedom f. Nous atteindrons
le but cherché en montrant que pour tout >0 et tout p>"0 il existe dans la boule
de centre xy, de rayon [ un point ou f + ty prend une valeur inférieure a
f(x) + u. Appliquons la proposition 10.i, en prenant ¢ = % ¢ on choisit

yeo f£(x) ;
€

pour tout X > 0 il existe XeX et Feaf(X) tels que
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£
2\

A

K-xl=r o -l
Puisque y est un sous-gradient de f au point X on a

f(x) = £(x) + (x - x,¥)
donc

£(x) - £(x) = |x - 2 |7l = Wyll + &)

S

Si on a choisi ) strictement inférieur & , et & Z]ly] cela dorne bien
= x| <o
et
£(x) + 4,(3) 5 £(x) + @

puisque XeA.

La propriété (13.3) implique, a fortiori, (13.2), donc :

COROLLAIRE 1. Si X est un espace de Banach et Y son dual (resp. Y un espace

de Banach et X son dual) toute fonction feT (X) _et égale & 1°enveloppe supé-

rieure de ses minorantes affines continues exactes est égale & la TI~régularisée

de sa restriction & son assise .

On va en tirer :

COROLLAIRE 2 (BISHOP, PHELPS [17] ; PHELPS [1]). Soit X un espace de Banach et Y

son dual (resp. Y un espace de Banach et X son dual), Tout ensemble C c X con-

vexe non vide, fermé pour les topologies compatibles avec la dualité, est égal &

1%intersection des demi-espaces fermés (pour ces mémes topologies) gui le contien-

nent et sont déterminés par des hyperplans d'appui.

En effet la fonction indicatrice appartient & FO(X). I1 faut montrer que

y
si xch, le point x_ n'appartientcpas & l'intersection des demi-espaces considé-
rés, De fait on a ¢C(x°) =+ o et la fonetion y, est, d'apres le corollaire 1,
1'enveloppe supérieure de ses minorantes affines continues exactes. Il existe donc
une telle minorante, soit x e~ m(x) telle que m(x ) > 0. Le demi-espace m = (0)

contient C, ne contient pas x_, , et, puisqu’il existe x, tel que
m(xl) = ¢c(x1) =0,

sa frontiére est bien un hyperplan d°appui.

13.c. PROPOSITION (BROENDSTED, ROCKAFELLAR [1]). Soit X un espace de Banach et
Y son dual (resp. Y un espace de Banach et X son dual) et soit fer_(X).
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L'assise A = dom Of est une partie de dom f dense dans cet ensemble, pour la

topologie de la norme,

En effet, si x edom f, c'est-d-dire f(x ) <+ , la proposition 13.b. mon-
tre que toute boule de centre x_  contient des points ou f + Yp prend une valeur

finie, c'est-&~dire des points de A,
On verrait de méme que dans l'ensemble
{x€X : £(x) = < x4b >+ 5> 0}
(beY, peR) 1les points ou f est sous-différentiable sont denses pour la topolo-
gie de la norme.

COROLLAIRE (BISHOP, PHELPS [1] ; PHELPS [1]). Soit X un espace de Banach et Y
son dual gresp. Y un espace de Banach et X son dual) et soit Cc X un ensem=

ble convexe non vide, fermé pour les topologies compatibles avec la dualité. Dans

l'ensemble des yeY tels que la fonction < .,y > soit majorée sur C, les ¥y
tels que cette fonction atteigne un maximum sur C sont denses pour la topologie

de la norme. Si, en particulier, C est borné, les yeY 1tels que la fonction
< «s¥y > atteigne un maximum sur C sont denses dans Y pour la topologie de la

norme.

En effet, les yeY tels aue la fonction < .,y > soit majorée sur C sont
caractérisés par
SUp < X,¥ > = ya(¥) < + e
xeC
Ils forment donc 1l'ensemble dom ¢é. D'apres la proposition 13.c. l'ensemble
dom awé en est une partie dense puur la topologie de la norme. Or y appartient
a dom B¢3 si et seulement si la fonction < .,y > - ¢é(y) est minorante exacte

de Yo 5 clest-d-dire atteint la valeur O qui est son <sup® sur C,
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14, JAUGES CONJUGUEES ET DUALES DE YOUNG

14,a. X et Y sont, comme d*habitude, deux espaces vectoriels en dualité. On

sait que si A c X est un ensemble convexe fermé contenant 1l'origine et Bc Y

son ensemble polaire, A est, symétriquement, 1l'ensemble polaire de B ¢ nous di-

rons que les ensembles A et B sont mutuellement polaires. Soient respectivement

aer,(X) et ber (Y) 1les fonctions jauges de A et B : nous dirons que ce sont

deux jauges conjuguées,

Comme A et B contiennent 1'origine, (6.5) montre que a est la fonction

d'appui de B et b celle de A.

De la définition d'une jauge il résulte que la fonction a est finie partout
dans X si et seulement si 1%origine est point interne de A (autrement dit si
A est absorbant) ce qui équivaut & B borné dans Y (pour les topologies compa-

tibles avec la dualité).

La fonction a est strictement positive hors de 1l'origine si et seulement si
A ne contient pas de demi-droite (autrement dit, si son cone asymptote est réduit

3 o).

Si de plus on suppose que A est §quilibré les deux conditions précédentes
assurent que a constitue une norme dans X. La topologie définie par cette norme
est compatible avec la dualité si et seulement si A satisfait aux deux conditions

plus fortes suivantes :

1°) 0 est point intérieur de A pour une topologie compatible avec la dualité
(donc en particulier et a fortiori pour la topologie de Mackey 1(X,Y)) ce qui si-

gnifie (Cf. § 8.f) que B est compact pour la topologie o(Y,X).
2°) A est borné, ce qui signifie que B est absorbant dans Y.

Si ces conditions sont satisfaites, la topologie définie par la norme a est
nécessairement identique & +(X,Y). On peut alors constater que a est une norme

d'espace de Banach réflexif si et seulement si A est, de plus, compact pour la

topologie o(X,Y).

14.b, Dans le cas simple o a et b sont partout finies, strictement positives
hors de 1l'origine, il est assez classique d'expliciter la relation entre ces deux

fonctions sans invoquer les ensembles A et B. On trouve dans ce cas

(14.1) b(y) = supXeL >
acX a(x)

et symétriquement (pour la bibliographiey avee X =Y = Rn, volr BECKENBACH,
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BELLMAN [1], chap. 1, § 25).

Le cas général exige des raisonnements plus minutieux. Ce qui suit s’inspire
de AGGERI, LESCARRET [1], [2].

PROPOSITION. S1 a et b sont des jauges duales, on a, pour tout y non nul

dans Y,
(14.2) b(y) = sup[f;g%g%iz : xeX;, < x5y >> 0} .

Cette égalité reste vraie pour y = O (auquel cas 1'ensemble entre accolades est

vide) si on convient que le <sup» ci-dessus est pris par rapport & l'ensemble ordon-

né [0, + =] .

Démonstration : Appelons b'(y) 1le second membre de (14.2). I1 est visible que la

fonction b® est; comme b, positivement homogéne, & valeurs dans [0, + «]. Pour

établir que b = b' 1l suffit donc de prouver que l'assertion

(14.3) b(y) =1

équivaut & b'(y) =1, c'est-d-dire & :

Siﬁiﬁfz =1 pour tout x tel que < x5y >> 0.

Comme on utilise naturellement la convention % =+ o pour p >0 et que a prend

ses valeurs dans [O; + o], cela équivaut a :
< x,7 > = a(x) pour tout x tel que < x,y >> 0,
c'est-a-dire aussi bien & :
< X,¥y > = a(x) pour tout x .

Cela s'écrit finalement

1A
o

2*(y) = sup [< %, > - a(x)]
xeX

Mais, puisque a est la fonction d'appui de B, a* est la fonction indicatrice

de B ; donc cette derniére inégalité équivaut & yeB, ce qui équivaut bien 3

(14.3).

VARIANTE I. Si pour tout @¢R on pose la notation

0

Q
[}
'_h
R
v
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et, pour tout pe[0; + ], la convention

9-_—_-0
P

(14.2) s'éerit

(14.4) b(y) = sup %‘&yg

xeX

ol le <sup” est pris dans [0, + »] .

VARIANTE 2, (AGGERI, LESCARRET [1], [2]). Si pour tout oeR on pose la conven-

tion

{4+ o si >0

<L-co si o0

(14.2) s'écrit, pour tout y non nul,

bly) = sup =Zpk=

xeX

olR

o le «sup” est pris dans R (ceci vaut d'ailleurs encore pour y = O pourvu que

l'ensemble B ne soit pas réduit & {0}) .

COROLLATRE. Si a et b sontdes jauges duales, on a, pour tout xeX et tout

yeY,
(14.5) a(x) b(y) =z < x5 >

avec la convention O x (+ ) = + . Le couple (a,b) est d'ailleurs minimal dans

1%ensomble, ordonné par 1'ordre naturel de ﬁx X §Y9 des couples de fonctions

=z 0 vérifiant 1%indgalité (14.5).

14,c. Les conventions d'écriture posées pour formuler la variante 1 ou le corollai-
re ci~dessus peuvent sembler de pure opportunité. En fait, moyennant une transforma-
tion logarithmique, la relation entre jauges duales se raméne & un schéma général

de dualité des enveloppes supérieures dont les considérations des sections précéden-

tes sont un autre cas particulier.

Soient X et Y deux ensembles guelconques et soit c6ﬁx x X

de couplage.

dite fonction

On dira que deux fonctions fERX et geﬁy sont sur-duales si pour tout xex

et tout ye¥, on a

(14.6) £(x) + gly) = clx,y) .
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Cela équivaut & dire que 1l°une des deux fonctions, soit f par exemple, majore la
fonction g* :

(14.7) g (y) = sup [e(x,y) T - £(x)],
xeX

dite fonction polaire de g. Dans 1l'ensemble des couples de fonction sur-duales,

ordonné par lfordre naturel de A Y, le couple (f,g) est minimal si et seule-

ment si on a simultanément f = g¥ et f£% =g : on dira en ce cas qu'il s'agit

d'un couple de fonctions duales par rapport & la fonction de couplage c.

Revenant alors au cas oi X et Y sont deux espaces vectoriels en dualité,
on considére a et b, fonctions & valeurs dans R_= [0, + «] définies sur X
et Y respectivement., On constate que a et b sont des jauges conjuguées si et

seulement si les fonctions

f = Log a

il

1l

g = Logb

(avec, naturellement; Log O = = », Log (+ @) = + ) sont duales par rapport &

la fonction de couplage

Log < X,y > si <x,5y>>0
c(x,y) =
- si <x,y>=0

La transcription de (14.6) et (14.7) en termes des fonctions a et b conduit

naturellement & noter X% et x les lois de composition définies dans R_ comme

transmuées, par lapplication exponentielle, des lois + et + de R ¢ ces lois

prolongent la multiplication classique selon les conventions
(14.8) 0 x (+ =)
(11‘,'09) 0 2( (+ °°)

+ o

0

14.d. Le schéma précédent englobe notamment la notion classique de fonctions dua-
les de Young.

Prenons ici X =Y = ﬁ+, avec pour fonction de couplage

c(gm) =€ %1

(notation (14.8)). On dira que & et Y, applications de R,

les sur R, si elles constituent un élément minimal dans 1l'ensemble des couples

dans R, sont dua-

vérifiant

(14,10) () Fv(m) z e %1
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pour tout € et tout 1 dans I§+ . I1 faut et suffit pour cela qu'on ait simul-
tanément

(14.11) &(g) = sup {€ x N+ - v(N) : ne§+}
(14.12) - v(n) = sup {€ x M+ - a(g) : geR,} .

En ce cas & et vy appartiennent & 1l'ensemble, noté r(§+), des fonctions
qui sont enveloppes supérieures de familles de fonctions de la forme
EmE XA+ -y

avec A et uw dans R+ ; ce sont donc des fonctions convexes, non décroissantes.

On note F°(§+) 1l'ensemble des éléments de F(ﬁ+) autres que les deux cons-
tantes - ® et + » (qui forment pour leur part un couple de fonctions duales sur
R+)-

Toute @ero(ﬁ+) fournit un couple de fonctions duales sur ﬁ+ si on lui
associe sa fonction polaire &% = yero(ﬁ+) définie par (14.12). On voit alors que,

si ¢6F0(§+), on a

@}(-i- co)

fl

sup {+ @ X 7+ - v(n) = NeR,)

]

sup {+ o + = v(7) : ﬂ€§+} =+

(puisque vy n'est pas la constante + w).

En outre

v(0) = sup {0 X M+ - &(n) : nek, )

sup {- &(7) : ﬂ€§+}
= - inf & = - &(0)

(puisque & est non décroissante). Comme ni & ni y n'est la constante
+ oy, inf & et inf y sont strictement inférieures & + . Donc &(0) et (0)

sont opposés et finis.

Dans le cas ol les fonctions & ot v, duales sur R , sont telles que

3(0) = y(0) =0,
nous dirons que ce sont des fonctions duales de Young (bien que la dualité de Young

soit présentée classiquement pour le cas particulier de fonctions différentiables);

elles prennent alors leurs valeurs dans R+.

EXEMPLE 1, Soient deux constantes strictement positives p et q telles que

l.;_l.-_-l
P q
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Les fonctions

&(g)

i
el g
2]

et
nq

]
Nog I

vin)
constituent 1l'exemple le plus classique de duales de Young.

EXEMPLE 2. Si )€[0; + ®[ est une constante, les fonctions

\E si O§§<+m
3(g) = rxeE=
+ o si £ =+ o
et
0O si 0= HEER
v(n) =

to si A<

1A
+
8

“sont duales de Young.

REMARQUE 1. I1 est classique de construire un couple de duales de Young en partant
a priori d'une fonction € ~ o(g€), nulle & 1'origine, continue, strictement crois-

sante sur [0, + «[. Notons 7 = R(7) sa fonction réciproque. Alors les fonctions

&(g) = fga(X) dx
)
M

v(n) = [ 8(y) ay
0

sont des duales de Young finies et différentiables sur [0, + «[.

Cette construction de & et vy & partir des deux fonctions croissantes réci-

proques ¢ et R, lesquelles sont leurs dérivées, peut s'adapter au cas général
(cf. AGGERI, LESCARRET [27).

Comme dans la théorie de la dualité sur les espaces vectoriels, on dira que
€ et 1 appartenant & [0, + «[ sont conjugués par rapport a (#4y) si on a
1°6galité dans (14.10). Pour tout E€[0, + »[ on posera alors

{re[0, +w[ = &) + v(n) =€ 7}

I

28(g)

]

{Mef0; + o[ ¢ (1) - &N = - ()}
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(ensemble vide si &(g) = + ). Si &T_(R,), 1'ensemble
dom & = {geR, 3 a(g) < + =}

est un segment dorigine O, contenant ou non son extrémité. La théorie élémentai-
re des fonctions convexes sur R montre que & posséde, en tout point & de
dom & une dérivée & gauche &°(g) (conventionnellement &°(0) = 0) et une déri-

vée & droite 3!(g) (toutes deux finies si £ est intérieur & dom ). Pour tout
Se¢dom & on a alors

28(g) = [8'(g), &i(e)]NR

Les fonctions &' et &} sont respectivement s.c.i., et s.c.s. sur 1%intérieur de

dom &, égales sauf sur un ensemble dénombrable (Cf. BOURBAKI [3], chap. 1, § 4).
Elles sont non décroissantes ety plus précisément,

St <o pi(g?) = ai(g") =87 (e") = 21(g¥)
ce qui exprime la monotonie de 1l'application pultivoque 3d%.

On montre que, pour tout ¢fedom & ¢
g g
#(g) = [2'(x) ax = [ai(x) ax
) 0

La fonction vy se construit de m&me & partir de la multi-application 3y, laquelle
est 1'inverse inférieur de a3 (Cf, § 1l.a.).

REMARQUE 2, Il est également possible de rattacher la dualité de Young & la duali-
té des espaces vectoriels, telle qu'elle a été développée dans les sections précé-
dentes. A deux fonctions & et vy, définies sur R , & valeurs dans R ettelles

que &(+ ) = y(+ ) = + » correspondent biunivoquement les fonctions & et ¥
définies sur R par

(@(g) si 0=E<+o

#(g) =
].O si ~0o<&<O0
v(n) si 0O=N<+o

y(m) =

+o s ~=w<f <0,

On trouve alors que & et vy sont des dusles de Young si et seulement si & et
; sont duales, au sens de la section 8, sur 1l'espace vectoriel R mis en dualité
avec lui-m8me par la forme bilinéaire < E,T > = £€N.



J.J. Moreau. Fonctionnelles convexes. l4,e 97

14,e. PROPOSITION (AGGERI, LESCARRET (173, [2]). Soient X et Y deux espaces vec-
toriels en dualité et soient asro(X), ber,(Y) deux jauges conjuguées, Soient &
et vy deux fonctions duales sur ﬁ+, finies au voisinage de 1°origine (donc ni
1lfune ni 17autre nvest de la forme o+ ¢ , pcR constante finie). Alors

f=®o02a et g=Yob

sont des fonctions duales an sens de la_section 8.

En rapprochant les inégalités (14.5) et (14,10) on a, pour tout xeX et tout
ve¥,

(14.13) £(x) + gly) = afa(x)] + y[b(y)]

v

a(x) x b(y) = < x,5 >

Donc f et g sont sur-duales, c'est-i-dire que f* = g ; on doit établir, pour
tout yeY, 1°inégalité inverse

(14,14) ™*(y) =z g(y)

Ier cas : v tel que b(y) = + «; puisque b est la fonction dappui de A, pour
tout keR il existe alors x A (done a(xk) = 1) tel que

(14.15) < x5y > >k

Par hypothése il existe € > 0 tel que &(e) = meR. Si on prend x = €X.s On a

1A

a(x) = ¢ a(xk) €

donc
£f(x) = falx)] = &(e) = m
et d'apres (14.15),
< Xy > > ek
d'ol

f*(y) = sup [< X,y > = £(x)] > ek = m .
xeX

Comme k peut &tre choisi arbitrairement grand, cela montre que f¥*(y) =+ o et
établit 1'inégalité (14.14),

2eme cas ¢ b(y)eR. Choisissons n~eR tel que
a < gly) = sup {gb(y) - #(g) ¢ geR , &(E) < + =}

(en effet, dans 1%expression (14,12) de 12 fonction v, 1les valeurs de £ telles
que &(E) = + » peuvent 8tre omises pour la construction du <supd»). Il existe donc
ge[0, + »[ tel que
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(14,16) a < gb(y) - &(g)
81 £ =0, (14.16) se réduit a
o < - 3(0) = < Oy > -~ 3[a(0)]

< su% [< %357 > = £(x)] = £*(y) .
Xe
Si € >0, (14.,16) s*écrit

% [o + ()] < b(y) = sup < x,5 >
xeh

ce qui montre l'existence de x,€A tel que
@< g <X 55> = &(E)
Comme a(x,) =1 ot que la fonction & est non décroissante, on a

#a(g x,)] = 3¢ a(xo)]

1A

a(e)

donc

@< <8 x,y>- (€ x,)

HA

f+(y)
Bref, quel que soit £, on a 1l'implication
o < gly) = o = £*(y)
ce qui établit (14,14) d'oll g = f*.
Symétriquement, le méme raisonnement montre que f = g*.

REMARQUE, On ne peut pas s®affranchir de 1'hypothdse que & et + sont finies au
vosinage de 1'origine. Si on prend en effet (peR constante)

(p si £€=20
() =<

(e) = p+y
L+ ® si ge]O, -+ co]

o

cela donne

<[- p si Me[0; + o

It

v(n)

L+oo si 'n=+co
Donc

g=Y°b="P+"’C

avec

(9!
]

{yeY : b(y) < + )
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C est 1'ensemble des points qui sont absorbés par B, c'est-a-dire le cfne proje-
tant B (depuis 1'origine, laquelle appartient & B) 5 il est connu que ce cdne
convexe n'est pas nécessairement fermé : alors - p + ic n'appartient pas & 1(Y)
et ne peut donc étre une fonction duale.

Exemple 1. Si on prend les fonctions & et vy définies au § 14.d., exemple 2,
avec A =1, c'est-d-dire

3(€)

i
um

i

v(m)
+to si l<c=+o

ona f=doa=a et g= g On retrouve donc que a = wB*, fonction d'appui
de Ba

Exemple 2. Si X est un espace normé et Y son dual, on peut prendre pour a et
b 1les normes respectives de ces deux espaces. En invoquant alors les fonctions &

et y définies au § 14.d., exemple 1, on voit que f = % P ot g= é 1% sont
des fonctions duales.

Par exemple si X est un espace de Hilbert, identifié avec son dual Y, cela
montre que la fonction % H.Hz est & elle mBme sa propre duale (elle est d'ailleurs
la seule & posséder cette propriété : Cf. MOREAU [177)

Dans le cas particulier ot X est un espace de Banach réflexif (donc aussi Y)

les fonctions duales ci-dessus prennent une importance particuliere ; elles sont

partout finies et continues pour les topologies fortes de X et Y (lesquelles
sont dans ce cas compatibles avec la dualité) : par le corollaire 8.f. il en résulte
que toutes leurs <sectionsy» sont faiblement compactes. Par suite (Cf. proposition
9.c.) leur inf-convolution par toute fonction de r, est égale & la TI'-convolution
cotte inf-convolution est exacte et fournit une fonction partout finie et continue ¢
c*est une opération régularisante. Au lieu de f on pourra pour tout € > O, con-
sidérer le produit & droite f& (Cf. § 3.f.) qui posséde les mémes propriétés.

Lorsque & décroit vers zéro, fe tend en croissant vers 1‘31ément neutre 4. On a

14 une technique pour 1’approximation de toute fonction de Ty par une suite crois-
sante de fonctions régularisées (Cf. MOREAU [11]). Si on a pu obtenir que la boule
unité de Y soit strictement convexey; g sera une fonction strictement convexe

et les régularisées qu'on obtient dans T, (X) seront faiblement différentiables
(Cf. corollaire 10.g.)

14,f, Les multi-applications sous-différentielles associées & un couple de fonc-

tions duales construit par la proposition 14.d. ont été étudiées par AGGERI,
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LESCARRET 17, [2]. La structure de ces multi-applications est précisée par la re-

marque suivante qui découle immédiatement des inégalités (14.13) :

xeX EE. yeY sont conjugués par rapport au couple de fonctions duales

f=¢oa et g=Yob
si et seulement si on a les égalités
(14.17) a(x) x b(y) = < x5y >

(cela implique que a(x) et b(y) sont finis) et

(14.18) £(x) + gly) = a(x) b(y)

Cette dernidre égalité signifie que les réels a(x) et b(y) sont conjugués

par rapport aux fonctions & et vy, duales sur R,. L'égalité (14.17) définit

une correspondance entre rayons, dits rayons conjugués par rapport aux jauges con-

juguées a et b,

Des hypothéses convenables de convexité stricte peuvent faire que la multi-
application af soit univoque. On généralise par 1 certaines applications d°un
espace de Banach dans son dual définies primitivement par BEURLING, LIVINGSTON [1]
sous le nom de <«duality mappings>» (le prototype des <duality mappingsy est 1°appli-
cation canonique d'un espace de Hilbert dans son dual; laquelle n'est autre que
1'application df pour f = % H.Hz). AGGERI, LESCARRET [1], [2] généralisent ainsi
les théorémes d°existence formulés par BROWDER [1], [2] pour les solutions de cer=

tains problémes fonctionnels invoquant des «duality mappings>.
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