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Camino de 100.000 millones de pasos sobre π

Cobertura mediática
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Introducción

Los dı́gitos de π,e,
√

2 parecen ser “aleatorios”:

π = 3,141592653589793238462643383279502884197169399375 . . .
e = 2,718281828459045235360287471352662497757247093699 . . .
√

2 = 1,414213562373095048801688724209698078569671875376 . . .

¿Lo son?

En 1949 John von Neumann utiliz el primer computador ENIAC
para calcular 2.037 dı́gitos de π con el objetivo de estudiar la
distribución de sus dı́gitos (y de los de e).

John von Neumann ENIAC
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¿Son los dı́gitos de π aleatorios?

Dı́gito Frecuencia
0 99.993.942
1 99.997.334
2 100.002.410
3 99.986.911
4 100.011.958
5 99.998.885
6 100.010.387
7 99.996.061
8 100.001.839
9 100.000.273

Total 1.000.000.000

Tabla : Conteo de los primeros mil millones de dı́gitos de π.
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¿Qué significa “aleatorio”?
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Números normales

Definition
Un número real α es b-normal si, dado cualquier entero b≥ 2, cada
cadena de longitud m de dı́gitos en base b aparece en la expansión
en base b de α con una frecuencia lı́mite de 1/bm.

Dado cualquier entero b≥ 2, casi todos los números reales, en el
sentido de la teorı́a de la medida, son b-normales.
Es más, casi todos los números reales son b-normales
simultáneamente en todas las bases (lo que se denomina
“absolutamente normal”).
Por desgracia ha sido muy difı́cil probar normalidad de números
concretos en una base b, y mucho más demostrar que un
número lo es en todas las bases simultáneamente.
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Números normales

Definition
Un número real α es b-normal si, dado cualquier entero b≥ 2, cada
cadena de longitud m de dı́gitos en base b aparece en la expansión
en base b de α con una frecuencia lı́mite de 1/bm.

La primera constante que se demostró que es 10-normal es:

C10 := 0,123456789101112131415161718 . . .

Fue probado por David G. Champernowne in 1933.
C10 es llamada la constante de Champernowne.

Arthur H. Copeland y Paul Erdős probaron en 1946 que también
es cierto si se concatenan la sucesión de números primos:

CE(10) := 0.23571113171923293137414347 . . . es 10-normal.

CE(10) es llamada la constante de Copeland–Erdős.
Actualmente no existe ninguna prueba de normalidad para
π,e, log2 ni

√
2.
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¿Es π 10-normal?

Cadena Frecuencia Cadena Frecuencia Cadena Frecuencia
0 99.993.942 00 10.004.524 000 1.000.897
1 99.997.334 01 9.998.250 001 1.000.758
2 100.002.410 02 9.999.222 002 1.000.447
3 99.986.911 03 10.000.290 003 1.001.566
4 100.011.958 04 10.000.613 004 1.000.741
5 99.998.885 05 10.002.048 005 1.002.881
6 100.010.387 06 9.995.451 006 999.294
7 99.996.061 07 9.993.703 007 998.919
8 100.001.839 08 10.000.565 008 999.962
9 100.000.273 09 9.999.276 009 999.059

10 9.997.289 010 998.884
11 9.997.964 011 1.001.188
...

...
...

...
99 10.003.709 099 999.201

...
...

999 1.000.905
TOTAL 1.000.000.000 TOTAL 1.000.000.000 TOTAL 1.000.000.000

Tabla : Conteo de los primeros mil millones de dı́gitos de π.
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¿Qué es un camino aleatorio?
Elegir un número aleatorio entre {0,1,2,3} y moverse 0 =→, 1 =↑, 2 =←, 3 =↓
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¿Qué es un camino aleatorio?
Elegir un número aleatorio entre {0,1,2,3} y moverse 0 =→, 1 =↑, 2 =←, 3 =↓

Francisco J. Aragón Artacho (The University of Newcastle, Australia) Caminando guiado por π www.carma.newcastle.edu.au/walks

http://www.carma.newcastle.edu.au/walks


Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas
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¿Qué es un camino aleatorio?
Elegir un número aleatorio entre {0,1,2,3} y moverse 0 =→, 1 =↑, 2 =←, 3 =↓

Francisco J. Aragón Artacho (The University of Newcastle, Australia) Caminando guiado por π www.carma.newcastle.edu.au/walks

http://www.carma.newcastle.edu.au/walks


Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas

¿Qué es un camino aleatorio?
Elegir un número aleatorio entre {0,1,2,3} y moverse 0 =→, 1 =↑, 2 =←, 3 =↓

3 =↓
Francisco J. Aragón Artacho (The University of Newcastle, Australia) Caminando guiado por π www.carma.newcastle.edu.au/walks

http://www.carma.newcastle.edu.au/walks


Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas
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¿Qué es un camino aleatorio?
Elegir un número aleatorio entre {0,1,2,3} y moverse 0 =→, 1 =↑, 2 =←, 3 =↓

11222330
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¿Qué es un camino aleatorio?
Elegir un número aleatorio entre {0,1,2,3} y moverse 0 =→, 1 =↑, 2 =←, 3 =↓

Figura : Un camino pseudoaleatorio en base-4 de un millón de pasos.
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Los caminos aleatorios son muy parecidos

Figura : Ocho caminos (pseudo)aleatorios2 de un millón de pasos en base-4.

2Python usa como generador de números pseudoaleatorios el Mersenne Twister, que tiene un
periodo de 219937−1≈ 106002.
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Caminos aleatorios en base-b

0

1

2

0

1
2

3

4

5
6

Figura : Direcciones para caminos aleatorios en base-3 y base-7.
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Números automáticos
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Dos números racionales

Q1=
1049012271677499437486619280565448601617567358491560876166848380843
1443584472528755516292470277595555704537156793130587832477297720217
7081818796590637365767487981422801328592027861019258140957135748704
7122902674651513128059541953997504202061380373822338959713391954
/
1612226962694290912940490066273549214229880755725468512353395718465
1913530173488143140175045399694454793530120643833272670970079330526
2920303509209736004509554561365966493250783914647728401623856513742
9529453089612268152748875615658076162410788075184599421938774835

Q2=
7278984857066874130428336124347736557760097920257997246066053320967
1510416153622193809833373062647935595578496622633151106310912260966
7568778977976821682512653537303069288477901523227013159658247897670
30435402490295493942131091063934014849602813952
/
1118707184315428172047608747409173378543817936412916114431306628996
5259377090978187244251666337745459152093558288671765654061273733231
7877736113382974861639142628415265543797274479692427652260844707187
532155254872952853725026318685997495262134665215
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Dos números racionales

La expansión en base-4 de Q1 y Q2 es:

Q1=
0.221221012232121200122101223121001222100011232123121000122210001222
10001222100012221000012221000122201103010122010012010311033333333333
33333333333333330111111111111111111111111111100100000000300300320032
00320030223000322203000322230003022220300032223000322230003222300032
22320000232223000322230032221330023321233023213232112112121222323233
33303000001000323003230032203032030110333011103301103101111011332333
3232322321221211211121122322222122...

Q2=
0.221221012232121200122101223121001222100011232123121000122210001222
10001222100012221000012221000122201103010122010012010311033333333333
33333333333333330111111111111111111111111111100100000000300300320032
00320030223000322203000322230003022220300032223000322230003222300032
22320000232223000322230032221330023321233023213232112112121222323233
33303000001000323003230032203032030110333011103301103101111011000000
000000...
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Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas

Dos números racionales

Figura : Caminos basados en los números Q1 (arriba) y Q2 (abajo).

Francisco J. Aragón Artacho (The University of Newcastle, Australia) Caminando guiado por π www.carma.newcastle.edu.au/walks
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Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas

Otro par de números racionales

Los siguientes números racionales [G. Marsaglia, 2010]

Q3 =
3624360069
7000000001

and Q4 =
123456789012

1000000000061
,

tienen un periodo en base-10 de 1.750.000.000 y 1.000.000.000.060
dı́gitos, respectivamente.

(a) Q3 (b) Q4

Figura : Caminos basados en el primer millón de dı́gitos en base-10 de los
racionales Q3 y Q4.
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Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas

Caminos basados en los dı́gitos de números

Figura : Un camino basado en los primeros 10 millones de dı́gitos en base-4
de π.

Francisco J. Aragón Artacho (The University of Newcastle, Australia) Caminando guiado por π www.carma.newcastle.edu.au/walks
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Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas

Caminos basados en los dı́gitos de números
Colorados por el número de “visitas”

Figura : Camino basado en los primeros 100 millones de dı́gitos en base-4
de π coloreado por el número de retornos.
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Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas

Los números de Stoneham
Richard G. Stoneham probó en 1973 que las siguientes constantes

αb,c :=
∞

∑
n=1

1
cnbcn ,

son b-normales para números relativamente primos b,c bajo ciertas
condiciones. Las constantes αb,c son conocidas como números de
Stoneham.

Teorema (Normalidad de los núm. de Stoneham, Bailey–Crandall ’02)

Para cualquier par de enteros coprimos b≥ 2 y c≥ 2, la constante
αb,c es b-normal.

Teorema (No normalidad de los números de Stoneham, Bailey–
Borwein ’12)

Dados dos números coprimos b ≥ 2 y c ≥ 2, tales que c < bc−1, la
constante αb,c no es bc-normal.

Como 3 < 23−1, ¡¡la constante α2,3 es 2-normal y no es 6-normal!!

Francisco J. Aragón Artacho (The University of Newcastle, Australia) Caminando guiado por π www.carma.newcastle.edu.au/walks
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Los números de Stoneham
Richard G. Stoneham probó en 1973 que las siguientes constantes
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Los números de Stoneham

Figura : α2,3 es 2-normal (arriba) y no es 6-normal (abajo).
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Los números de Stoneham

Figura : ¿Es α2,3 3-normal?
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Números normales
Camino aleatorio
Caminos basados en los dı́gitos de números
Los números de Stoneham

2 Caracterı́sticas de los caminos aleatorios
Distancia al origen
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Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas

La distancia esperada al origen
Teorema
La distancia esperada al origen de un camino aleatorio en base-b de
N pasos es asintóticamente igual a

√
πN/2.

Número Base Pasos

Distancia media
normalizada al

origen:
1

Pasos

Pasos
∑

N=2

distN√
πN
2

Normal

Media de 10.000 4 1.000.000 1,00315 Sı́caminos aleatorios
Media de 10.000 caminos 4 1.000.000 1,00083 ?basados en dı́gitos de π

α2.3 3 1.000.000 0,89275 ?
α2.3 4 1.000.000 0,25901 Sı́
α2.3 6 1.000.000 108,02218 No

π 4 1.000.000 0,84366 ?
π 6 1.000.000 0,96458 ?
π 10 1.000.000 0,82167 ?
π 10 1.000.000.000 0,59824 ?√
2 4 1.000.000 0,72260 ?

Champernowne C10 10 1.000.000 59,91143 Sı́
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La distancia esperada al origen
Teorema
La distancia esperada al origen de un camino aleatorio en base-b de
N pasos es asintóticamente igual a

√
πN/2.

Número Base Pasos

Distancia media
normalizada al

origen:
1

Pasos

Pasos
∑

N=2

distN√
πN
2

Normal

Media de 10.000 4 1.000.000 1,00315 Sı́caminos aleatorios
Media de 10.000 caminos 4 1.000.000 1,00083 ?basados en dı́gitos de π

α2.3 3 1.000.000 0,89275 ?
α2.3 4 1.000.000 0,25901 Sı́
α2.3 6 1.000.000 108,02218 No

π 4 1.000.000 0,84366 ?
π 6 1.000.000 0,96458 ?
π 10 1.000.000 0,82167 ?
π 10 1.000.000.000 0,59824 ?√
2 4 1.000.000 0,72260 ?

Champernowne C10 10 1.000.000 59,91143 Sı́
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Francisco J. Aragón Artacho (The University of Newcastle, Australia) Caminando guiado por π www.carma.newcastle.edu.au/walks

http://www.carma.newcastle.edu.au/walks


Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas

Número de puntos visitados en una red 2D

La esperanza del número de puntos distintos visitados por un
camino aleatorio de N-pasos en una red bidimensional es
asintóticamente igual a πN/ log(N) (Dvoretzky–Erdős, 1951).

Problema práctico: la velocidad de convergencia es bastante
lenta (del orden de O

(
N log logN/(logN)2

)
).

D. Downham y S. Fotopoulos dieron en 1988 las siguientes cotas
sobre la esperanza:(

π(N +0.84)
1.16π−1− log2+ log(N +2)

,
π(N +1)

1.066π−1− log2+ log(N +1)

)
.

Por ejemplo, para N = 106 estas cotas son (199.256,203.059),
mientras que πN/ log(N) = 227.396, lo cual sobrestima la
esperanza.

Francisco J. Aragón Artacho (The University of Newcastle, Australia) Caminando guiado por π www.carma.newcastle.edu.au/walks
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La esperanza del número de puntos distintos visitados por un
camino aleatorio de N-pasos en una red bidimensional es
asintóticamente igual a πN/ log(N) (Dvoretzky–Erdős, 1951).
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Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas

Número de puntos visitados

0 2000 4000 6000 8000 10000
120000

140000

160000

180000

200000

220000

240000

260000

(a) Caminos (pseudo)aleatorios.

0 2000 4000 6000 8000 10000
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(b) Caminos basados en 10.000 millones
de dı́gitos de π.

Figura : Número de puntos visitados por 104 caminos en base-4 de un millón
de pasos.
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Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas

Puntos visitados en diversos caminos en base-4

Número Pasos Ptos. visitados
Esperanza de ptos. visitados

por un camino aleatorio
Cota inferior Cota superior

Media de 10.000
1.000.000 202.684 199.256 203.060

caminos aleatorios
Media de 10.000 caminos

1.000.000 202.385 199.256 203.060
basados en los dı́gitos de π

α2.3 1.000.000 95.817 199.256 203.060
α3.2 1.000.000 195.585 199.256 203.060
π 1.000.000 204.148 199.256 203.060
π 10.000.000 1.933.903 1.738.645 1.767.533
π 100.000.000 16.109.429 15.421.296 15.648.132
π 1.000.000.000 138.107.050 138.552.612 140.380.926
e 1.000.000 176.350 199.256 203.060√
2 1.000.000 200.733 199.256 203.060

log2 1.000.000 214.508 199.256 203.060
Champernowne C4 1.000.000 548.746 199.256 203.060
Número racional Q1 1.000.000 378 199.256 203.060
Número racional Q2 1.000.000 939.322 199.256 203.060
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Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas

Los núm. normales pueden no ser muy “aleatorios”...

Figura : Champernowne C10 = 0,123456789101112 . . . (normal).
Distancia normalizada al origen: 15,9 (50.000 pasos).
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Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas

Los núm. normales pueden no ser muy “aleatorios”...

Figura : Champernowne C4 = 0,123101112132021 . . . (normal).
Distancia normalizada al origen: 18,1 (100.000 pasos).
Puntos visitados: 52.760. Esperanza: (23.333, 23.857).
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Los núm. normales pueden no ser muy “aleatorios”...

Figura : Stoneham α2,3 = 0,0022232032 . . .4 (normal base 4).
Distancia normalizada al origen: 0,26 (1.000.000 pasos).
Puntos visitados: 95.817. Esperanza: (199.256, 203.060).
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Los núm. normales pueden no ser muy “aleatorios”...

Figura : Stoneham α2,3 = 0,0022232032 . . .4 (normal base 4).
Distancia normalizada al origen: 0,26 (1.000.000 pasos).
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Los núm. normales pueden no ser muy “aleatorios”...

Francisco J. Aragón Artacho (The University of Newcastle, Australia) Caminando guiado por π www.carma.newcastle.edu.au/walks


S23_b4.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)

http://www.carma.newcastle.edu.au/walks


Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas

Los núm. normales pueden no ser muy “aleatorios”...

Figura : Un patrón en los dı́gitos de α2,3 base 4. Mostramos sólo las
posiciones del camino tras 3

2 (3
n +1), 3

2 (3
n +1)+3n y 3

2 (3
n +1)+2 ·3n pasos,

n = 0,1, . . . ,11.
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Una conjetura... (demostrada por M. Coons ’13)

Conjetura (Estructura en base-4 del número de Stoneham α2,3)

Denotar ak el késimo dı́gito de α2,3 en su expansión en base-4; es
decir, α2,3 = ∑

∞
k=1 ak/4k, con ak ∈ {0,1,2,3} para todo k. Entonces,

para todo n = 0,1,2, . . . se tiene:

(i)
3
2 (3

n+1)+3n

∑
k= 3

2 (3
n+1)

eakπ i/2 =

{
−i, n impar
−1, n par ;

(ii) ak = ak+3n = ak+2·3n para todo

k =
3
2
(3n +1),

3
2
(3n +1)+1, . . . ,

3
2
(3n +1)+3n−1.
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Stoneham α3,5 es normal en base 3... pero no muy “aleatorio”
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Dimensión de conteo de cajas

dimensión de cajas = lim
lado→0

log(# cajas)
log(1/lado)
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Dimensión de conteo de cajas

6 5 4 3 2 1 0
log(1/side)

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18
lo

g(
#
bo
x
es

)

Approximate fractal dimension of Pi in base 4: 1.842
 Steps of the walk: 1,000,000,000

Data
Least squares line

Francisco J. Aragón Artacho (The University of Newcastle, Australia) Caminando guiado por π www.carma.newcastle.edu.au/walks

http://www.carma.newcastle.edu.au/walks


Introducción Caracterı́sticas de los caminos aleatorios Otras direcciones Cobertura mediática y cosas relacionadas
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Caminos en 3D

Figura : Camino en 3D de Matt Skerritt sobre π (base 6), un millón de pasos.
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Juegos del caos

Figura : Coloreado por la frecuencia. Fila 1: Champernowne C3, α3,5,
aleatorio, α2,3. Fila 2: Champernowne C4, π, aleatorio, α2,3. Fila 3:
Champernowne C6, α3,2, aleatorio, α2,3.
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Números automáticos

Los números automáticos nunca son normales...
... y sus caminos son tı́picamente bastante aburridos:

(a) 1.000 dı́gitos de la sucesión
Thue–Morse base 2.

(b) 10 millones de dı́gitos de la
sucesión de “doblado de papel”
base 2.

Figura : Caminos basados en dos números automáticos y no normales.
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Números automáticos

... ¡pero sus dibujos de tortuga son geniales!

(a) Diez millones de dı́gitos de la
sucesión de doblado de papel, con
ángulo de rotación 60◦.

(b) Un millón de dı́gitos de la sucesión
de doblado de papel, con ángulo de
rotación 120◦.

(c) 100.000 dı́gitos de la sucesión
Thue–Morse, ángulo de rotación 60◦.

(d) Un millón de dı́gitos de π, ángulo
de rotación 60◦.

Figura : Dibujos de tortuga sobre varias contantes con diferentes ángulos de
rotación en base 2—donde ‘0’ da la orden avanza y ‘1’ rota un ángulo fijo.
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Números normales
Camino aleatorio
Caminos basados en los dı́gitos de números
Los números de Stoneham

2 Caracterı́sticas de los caminos aleatorios
Distancia al origen
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Un camino basado en π

Figura : Camino de 100.000 millones de dı́gitos de π en base-4 (¿normal?).

Resolución: 372.224×290.218 pı́xeles
(108 gigapı́xeles)

La computación tardó aprox. un mes
donde la mayor parte del algoritmo

se ejecutaba en paralelo con
20 hilos de ejecución en el
clúster MacPro de CARMA

http://gigapan.org/gigapans/106803
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Un camino basado en π

Figura : Camino de 100.000 millones de dı́gitos de π en base-4 (¿normal?).

Resolución: 372.224×290.218 pı́xeles
(108 gigapı́xeles)

La computación tardó aprox. un mes
donde la mayor parte del algoritmo

se ejecutaba en paralelo con
20 hilos de ejecución en el
clúster MacPro de CARMA

http://gigapan.org/gigapans/106803
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Un camino basado en π

Figura : Camino de 100.000 millones de dı́gitos de π en base-4 (¿normal?).

Resolución: 372.224×290.218 pı́xeles
(108 gigapı́xeles)

La computación tardó aprox. un mes
donde la mayor parte del algoritmo

se ejecutaba en paralelo con
20 hilos de ejecución en el
clúster MacPro de CARMA

http://gigapan.org/gigapans/106803
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Números normales
Camino aleatorio
Caminos basados en los dı́gitos de números
Los números de Stoneham

2 Caracterı́sticas de los caminos aleatorios
Distancia al origen
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